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Kapitel 1
Einleitung

Definition 1.1 (a) Unter einem Alphabet verstehen wir eine Menge T mit min-
destens zwei Elementen. Wenn wir keine weiteren Angaben machen, ist T irmnmer
endlich.

Ist n € N (inklusive 0), so ist £ die n-fache kartesische Potenz von I, also
die Menge der Folgen der Lange n mit Gliedern aus . Mit T bezeichnen wir
die Menge aller endlichen Folgen aus I, also

™= J

ReNU{}

Die Elemente von ©* heifien Tezte wber . Der Text der Lange 0 wird mit ¢
bezeichnet. Sind 4 € E", B € I, so bezeichnet 4B den durch Konkatenation
der beiden Texte entstandenen Text aus E"+™. Mit |A| bezeichnen wir die Léinge
von A.Ist A € T, 1 € {0,...,n}, so bezeichnet 4; den aus den ersten i Zeichen
bestehenden Teiltext von A.

(b) Sind T und & Alphabete, so ist eine Kodierungsfunktion eine injektive
Abbildung f: £ — @*. Ist A € T* ein Text, f:Z" — &* eine Kodierungsfunk-
tion, so heiBt 4 der Originaltext, f(A) der kodierte Text, f~': f(Z*) — A die
Dekodierungsfunktion. Die Anwendung von f bzw. f~* heiBen Kodierung bzw.
Dekodierung.

Solche Funktionen werden in verschiedenen Theorien betrachtet:

o In der Kryplographie versucht man (beim Dechiffrieren=unerlaubtes De-
kodieren) bei Kenntnis des kodierten Textes f(A) aus statistisch signi-
fikanten , RegelmaBigkeiten® dieses kodierten Textes den Text A und die
Funktion f~?! zu erraten. Beim Chiffrieren=Kodieren versucht man das zu
verhindern, indem man die statistischen Besonderheiten von A (z. B., daB
der Buchstabe , e besonders haufig vorkommt) nicht mit in den kodierten
Text iibergehen 186t. Man verschleiert also Redundanzen des Originaltex-
tes.

(Im neueren Teilgebiet der sogenannten Public Key Systems such{ man
nach Kodierungsfunktionen f, deren inverse Funktion sogar bei Kenntnis
von f nur mit praktisch unvertretbarem Aufwand bestimmbar ist.)



o In der Kodierungstheorie (Theorie der Fehlerkorrektur) geht es darum,
die Texte stérungsunempfindlich zu machen, indem man Redundanz hin-

zufigt.

o In der Theorie der Datenkompression schlieBlich sucht man nach solchen
Funktionen f, bei denen f(A4) méglichst kurz wird; es geht also um Ent-
fernung von Redundanz.

Da bei den fehlerkorrigierenden Kodierungen mit einer Verlingerung der
Texte zu rechnen ist, arbeiten Datenkompression und Fehlerkorrektur gegenein-
ander, wihrend die Datenkompression zur Verschliisselung des Textes im Sinne
der Kryptographie einen gewissen Beitrag leistet (Redundanzen werden sicher
dadurch verschieiert, daf man sie entfernt.)

Der mathematische Rahmen flir diese verschiedenen Theorien wird in der
von Claude Shannon 1948 begriindeten J[nformationstheorie gelegt. In dieser
wird ein digitales Kommunikationssystem wie in der Abbildung zerlegt:

[Q [ QC -+ xC — K KD —{ QD M 7 |

[5¢]

Q - die Textquelle. Sie ist ein Aggregat, das Texte tber das Alphabet T
absondert; etwa ein Affe an der Schreibmaschine, ein Pascal-Compiler oder

ein Sprecher des Deutschen.

QC - der Quellencodierer oder Kompressor. Er fiihrt eine Kompression
dieser Texte durch, es entstehen (mdglichst kurze) Texte iiber einem zwei-

ten Alphabet &.

KC - der Kanalcodierer. Er macht die. vorn Quellcodierer Komprimierten
Texte mit Methoden der Kodierungstheorie méglichst stdrungsunempfind-

lich.
K - der Kanal. Der Text wird nun abgeschickt.

SQ - die Stérquelle. Auf seinem Weg ist der Text evt]. Verénderungen aus-
gesetzt.

KD - der Kanaldekodierer. Er versucht, den Storeinfluff wieder rickgéngig
zu machen.

QD ~ der Quelldekodierer oder Expender. Der Text wird wieder expan-
diert.

7 - das Ziel. Der Empfénger des Textes.



_ Es gibt zwei verbreitete Realisationen dieses Modells: einmal die tatsichliche
Ubermittlung digitaler Nachrichten liber Leitungen, dann aber auch die Spei-
cherung von Daten: der Kanal ist dabei das Speichermedium, etwa eine Diskette,
die Stérquelle vielleicht ein Magnet.

Wir wollen hier die Kanalkodierung, Stérung und Kanaldekodierung als
schwarzen Kasten auffassen und alle zusammen als (fast) stérungsfreien Kanal
betrachten. Die bekannten Quellkodierungsverfahren sind leider &ufBerst fehler-
empfindlich. Wird im (z. B. um 50%) komprimierten Text ein Bit verfalscht, so
ist es angemessen, von einem stabilen Kompressionsverfahren zu erwarten, daf
der expandierte Text zwei falsche Bits enthdlt. Leider sind solche stabilen Ver-
fahren unbekannt; im Normalfall pflanzt sich so ein Fehler Gber einen ldngeren
Teiltext hin fort. Hier ist bisher noch nicht sehr viel geforscht worden, was sich
zur Zeit allerdings &ndert.

In der Praxis treten vor allem zwei typische Anwendungsgebiete der Da-
tenkompression auf: einmal wird sie in der Nachrichtentibertragung verwendet
{z. B. in der Raumfahrt), um die Kanalkapazitat méglichst wenig zu beanspru-
chen (und damit mehr Nachrichten ibertragen zu kénnen); zurn anderen in der
Datenspeicherung, etwa in Sammlungen von Public-Domain-Software, in Da-
tenbanken, bei der Speicherung von Graphiken.

Hier sieht man auch verschiedene Anforderungen an den Kompressionsalgo-
rithmus: in der Nachrichteniibertragung wird hohe Kompressions- und auch
hohe Expansionsgeschwindigkeit verlangt; in Softwaresammlungen ist das pri-
mire Ziel eine hohe Kompressionseffektivitt, bei Datenbanken und Graphi-
ken die Expansionsgeschwindigkeit. Auch der wihrend der Kompression nétige
Speicherbedarf (der oft erheblich ist) ist von Bedeutung.

Bei der Bewertung der einzelnen Kompressionsverfahren mu8 man diese vier
Aspekte berlicksichtigen. Theoretische Abschitzungen durch Analyse der Algo-
rithmen sind natiirlich sinnvoll, aber miissen unbedingt durch praktische Tests
flankiert werden: oft genug sind die Verfahren fiir bestimmte Arten von Texten
gut, fiir andere iiberhaupt nicht geeignet. Bei der Bewertung der Kompressions-
effektivitat muB man sich zuerst iiber die Alphabete klar werden. Bei Compu-
terdateien, also Folgen von Bits, sind Eingabe- und Ausgabealphabet einfach
die Menge {0,1}; dann ist der Kompressionsfaktor (Lénge des komprimierten
Textes geteilt durch Linge des Originaltextes) ein sinnvolles Maf; oft hat man
aligemeinere Eingabealphabete, (manchmal die unendliche Menge der natiirli-
chen Zahlen), so daB hier die durchschnittliche Anzahl der Bits (i komprimier-
ven Text) pro Zeichen (im Originaltext) sinnvoller ist. Oft bilden die Bytes (also
die Menge {0, 1}®) das Eingabealphabet; in diesem Fall gehen die beiden Zahlen
durch Multiplikation mit acht auseinander hervor.

Bei einer Dateianwendung kann man so vorgehen, erst den gesamten Orj-
ginaltext zu lesen, um dann den komprimierten Text zu bestimmen (off-line);
in einer Kommunikationsanwendung geht das micht; hier muB gleichzeitig mit
den eingehenden Zeichen des Originaltextes schon der komprimierte Text pro-
duziert werden (on-line), und zwar so; daB die Expansion dieses Teilstiickes nur
héchstens k Zeichen hinter dem Originaltext hinterberhinkt.

Der Vollstindigkeit halber hier die formale Definition, die aber wahrschein-
lich erst bei Kenntnis einiger Beispiele (arithmetische Kodierung) gut verstand-

hch wird:



Definition 1.2 Sei f:I* — &" ein Kodierungsverfahren. Ist 4 € ", f(4),
so ist der fertige Teil von f(A) das Anfangsstiick f(A); der Lange j, wobei
4 maximal ist mit der Eigenschaft, daB f(A4); = f(B); fir alle B € " mit
A = By,. Von diesem fertigen Teil wihlen wir das Anfangsstiick f(A}; maximaler
Lange £ < j, das sich dekodieren 188t und dessen Dekodierung 4m = =1 (f(A4):)
sich nicht mehr andert, wenn sich der Text verldngert (also Am = B fiir alle
B mit A = B,). Gibt es nun eine Konstante k, so dafn—-m < k fiir alle A, so
heift das Verfahren on-line, sonst off-line.

Das Prinzip von Datenkompressionsverfahren ist immer, irgendwelche Mu-
ster, RegelmiBigkeiten, Abweichungen von der Zufilligkeit, also Redundanzen
im Originaltext aufzuspiiren (z. B. unterschiedliche Zeichenhdufigkeiten oder
mehrfach auftretende Teiltexte) und sich daraus ein Modell von der Texiquelle
zu machen (reflektiert etwa durch eine Tabelle der Zeichenhaufigkeiten oder ein
Worterbuch der 5fter auftretenden Teiltexte). Man kann das Modell als den
Teil des Kompressionsalgorithmus begreifen, der vorherzusagen versucht, wel-
ches Zeichen als nichstes kommt. Fiir dieses Modell sucht man dann eine op-
timale Kodierung, also die Vorschrift, welche Bits tatsachlich in den kodierten
Text geschrieben werden.

Es gibt drei Arten der Modellverwendung:

Statische Modelle. Hier gibt es ein festes Modell (gegeben z. B. durch eine
Hsufigkeitstabelle der Buchstaben in der deutschen Sprache), das sowohl
dem Kompressor und dem Expander vorliegen muB. Solche Ver{ahren ar-
beiten nur mit Texten gut, die dem Modell entsprechen (also z. B. deut-
schen Texten), kénnen aber fir diese sehr gute Kompressionsraten liefern.

Variable Modelle. Sie heifien auch ,,dynamisch” oder ,semiadaptiv. Bei die-
sen Verfabren werden die Parameter des Modelles erst aus einer Ana-
lvse des Textes selbst gewonnen. Daher komprimiert ein solches Verfahren
besser als ein statisches mit einem gleichartigen Modell; allerdings muB
eine Reprisentation des aus dem Text gewonnenen Modelles (bzw. der
daraus entstehenden Kodierungsvorschrift) dem komprimierten Text bei-
gefilgt werden, damit das Modell dem Expander zur Verfligung steht. Das
reduziert wieder die Kompressionsleistung; daher kénnen statische Ver-
fahren wesentlich umfangreichere Modelle benutzen als variable. Variable
Verfahren sind notwendigerweise Off-line-Verfahren.

Einen Extremfall bilden die ,selbstexpandierenden Archive®. Hier ist das
Expansionsprogramm selbst ein Teil des komprimierten Textes.

Adaptive Modelle. Das Modell startet neutral (etwa mit einer gleichverteil-
ten Hiufigkeitstabelle oder einer Jeeren Liste mehrfach verwendeter Teil-
texte) und paBt sich wahrend des Kompressionsvorganges Zeichen fiir Zei-
chen an den Originaltext an. Die Kompression wird also gegen Ende des
Textes besser; der Expander kann ebenfalls mit leeren Tabellen starten
und das Modell auf die gleiche Weise wie der Kompressor aus dem je-
weils bisher expandierten Text aufbauen. Diese Verfahren komprimieren
also nicht so gut wie variable, miissen aber keine Représentation des Mo-
dells mitliefern; auBerdem sind sie on-line-geeignet. In der Praxis sind die
adaptiven Verfahren die wichtigsten.
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Zwei einfache Beobachtungen kdnnen wir jetzt schon machen:

Satz 1.3 Sei 0. B. d. A. T =® = {0,1}, f ein Kompressionsverfahren. Dann
gibl es fir jede natirliche Zahl n einen Tez! der Linge n, der von f nicht
komprimiert wird.

Beweis: Angenommen, jeder Text der Lange n wiirde von f auf einen Text kiirze-
rer Linge abgebildet. Nun gibt es 27 Texte der Lange n, aber nur Yjy 2/ =
2" — 1 Texte kleinerer Lange, woraus ein Widerspruch zur Injektivitdt von f

folgt. N

Satz 1.4 Fir jeden Text A gibl es etn Kompressionsverfahren, das diesen Text
auf ein Bit komprimiert,

Beweis: Wir setzen einfach

'__ 0 falls X =4
f(X) = { 1X sonst. -

LaBt man beil der Kompressionsfunktion f die Bedingung der Injektivitag
fallen, kommt man auf die Datenredukiion, auch verlustbehaftete Datenkom-
pression genannt. Man versucht hier, im Text unwesentliche Information einfach
fallenzulassen. Was unwesentlich ist, héngt natiirlich von der Anwendung ab. In
der digitalen Musikverarbeitung (z.B. Digital Compact Cassette DCC) werden
solche Verfahren eingesetzt. Rauschen z. B. klingt immer gleich, wenn einige
statistische Parameter der Frequenzverteilung iibereinstimmen; daher kénnte
man versuchen, statt des genauen Frequenzverlaufs nur diese Parameter ab-
zuspeichern und anhand dieser Parameter mit einem Zufallsgenerator ein dem
Original gleichendes Rauschen bei der Wiedergabe neu zu erzeugen. In dieser
Vorlesung soll nur die verlustfreie Datenkompression betrachtet werden.

Klassische Beispiele fiir Datenkompression jenseits der Inforratik lieferc die
Musiknotation: hier gibt es etwa die Wiederholungszeichen und das ,da capo al
fine“, also Querverweise innerhalb des Textes. Diese Idee wird in den sogenann-
ten ,Lempel-Ziv 1977“-Kompressionsverfahren aufgegriffen.

In der Stenographie (,,Eng-Schreibung”) gibt es die sogenannten Kiirzel, das
sind Zeichen, die fiir besonders hiufige Wortbestandteile, Worter oder Wort-
gruppen stehen (z. B. ,ver-“, ,die“, ,ich stehe auf dem Standpunkt®}. Das fihet
aufl die statischen Lexikonverfahren, deren adaptive Versionen als ,Lempel-Ziv
1978% bekannt sind. Die Grundidee der Stenographie ist es, besonders einfache
Zeichen zu verwenden, und zwar die einfachsten Zeichen fiir die haufigsten Buch-
staben. In der digitalen Welt heift das, die Zeichen mit moglichst wenigen Bils
zu kodieren, und zwar besonders hiufige Zeichen mit besonders wenigen Bits.
Das ergibt die Buffman-Kodierung (1952). Besonders komprimierte Texte erhlt
die deutsche Stenographie, daB sie vielen Buchstaben gar kein eigenes Zeichen
zuordnet, sondern nur eine Modifikation der umliegenden Zeichen. So &hnlich
verlauft es bei der arithmetischen Kodierung, die dadurch bessere Ergebnisse
als das bekanntere Huffman-Verfahren liefert (Elias 1962, Rissanen 1979).



Beispiel: Run-Length-Kodierung

Manche Texteditoren (Vi, Emacs) ersetzen regelmafig zur Platzersparnis im
Text Gruppen von je 8 aufeinanderfolgenden Leerzeichen durch Tabulatorzei-
chen; andere (Turbo, FB17-Eve) unterdriicken Leerzeichen am Zeilenende. Das
ist ein verlustbehaftetes Datenreduktionsverfahren (was sich gelegentlich st&-
rend bemerkbar macht); ein verlustfreies Datenkompressionsverfahren kénnte
darin bestehen, hinter jedem Leerzeichen eventuelle weitere Leerzeichen durch
ein Byte zu ersetzen, in dem die Anzahl der jetzt noch folgenden Leerzeichen
steht.

Dies ist ein typisches statisches Verfahren, das wohl nur fiir Programmtexte
und Tabellen eine Kompression ergibt; gewéhnliche deutsche Texte werden da-
gegen erheblich verléngert, da ja hier im.allgemeinen die Leerzeichen nur einfach
vorkommmen und jetzt jeweils zwei statt nur ein Byte belegen. Aber selbst in Pro-
grammtexten gibt es noch weitere Zeichen, die in Folgen (Runs) auftreten, etwa
der * in Kommentarboxen. '

Ein adaptives Verfahren bietet sich an:

var
Liste: set of byte
AZ, NZ: byte (alies Zeichen, ndchstes Zeichen)
RunL:byte
end var
begin
Liste mit @ inftialisieren
read(AZ)
while Tezt noch nicht zuende
read(NZ)
if AZ = NZ
if AZ € Liste
" RunL := RunL + 1 _
Behandiung des Falles RunL = 255
else (AZ & Liste)
write(AZ)
RunL := 0
Liste := Liste U {AZ}
end if
else (AZ # NZ)
write(AZ)
if AZ € Liste -
write(RunL)
if RupL = 0
Liste := Liste \ {AZ}
else (Runl # 0)
Runl =0
end if
AZ:=NZ
end if
end if



end while
leizies Zeichen und ggf. dessen Run-Linge schreiben
end

Der Algorithmus in Worten:

Modellierung: Es liegt eine leer initialisierte Zeichenliste vor. Ein Zeichen
wird in diese Liste aufgenommen, sowie es zum zweiten Mal hintereinander
auftritt, es wird aus der Liste wieder entfernt, sowie es isoliert auftritt. (Ein
Spezialfall tritt ein, wenn das Zeichen noch nicht in der Liste ist und dann
gerade zweimal hintereinander auftritt. Dann wird es aufgenommen und sofort

wieder entfernt.)

Kodierung: Ein Inputzeichen, das nicht in der Liste ist, wird ausgegeben.
Bei Aufnahme in die Liste wird ein Zahler (RunL) mit Null initialisiert und das
Zeichen ausgegeben. Ein Inputzeichen, das in der Liste ist, wird nicht ausgege-
ben, stattdessen wird RunL inkrementiert (bis zu einem Maximum von 255).
Untérscheidet sich ein Inputzeichen vom vorigen Inputzeichen (oder hat der
Zahler das Maximurmn erreicht), so wird das vorige Inputzeichen ausgegeben; ist
das vorige Inputzeichen in der Liste, so wird zusstzlich der Zahler ausgegeben.

Folgender Eingabetext:

abbcccaabbbcaabbbbccabbccccaaaabcccabcccccccccca‘bcccccacbccccc

wird (nicht besonders stark) komprimiert zu:

abbOcciaaldbbi cCalb3cc0alblc3aab0c2albedabedacObecd

Der Expander kann dem jeweiligen Byte des komprimierten Textes nicht an-
sehen, ob es sich um ein Zeichen oder einen Zahler handelt. Das muB er sich
aus dem Zusammenhang erschliefen. Er fiihrt ebenfalls eine Liste mit, die die
Zeichen enthilt, deren Run-Length gezéhlt wird (d. h. das Modell). Fir die Ex-
pansion liest man an dem Beispieltext die Prinzipien ab, aus denen man sich
den Algorithmus selbst konstruieren kann: :

e Regeln zum Schreiben von Zeichen:

— Waurde ein Zeichen gelesen, so schreibe dieses Zeichen.
— Wurde ein Zihler R gelesen, so schreibe das zuletzt geschriebene
Zeichen noch R mal.

e Regeln zur ,Erwartungshaltung” beziiglich des folgenden Zeichens:
Erwarte am Anfang des Textes ein Zeichen.

Erwarte nach einem Zeichen, das nicht in der Liste ist, ein Zeichen.

Frwarte nach einem Zeichen, das in der Liste ist, einen Z&hler.

t

l

Erwarte nach einem Zahler ein Zeichen.



s Regeln zur Modellierung:

— Initialisiere die Liste ]leer.

— Nimm ein Zeichen, das zweimal unmittelbar hintereinander gelesen
wurde, in die Liste auf.

— Entferne ein Zeichen aus der Liste, wenn es mit demn Zahler 0 auftritt.

Die Kompressions- und auch die Expansionsgeschwindigkeit ist hoch; auf
jeden Fall wird fiir jedes Zeichen eine konstante Zeit verbraucht.

Das Run-Length-Verfahren ist gut geeignet fiir Texte mit mdglichst langen
Runs; dies wiren z. B. Programmaquelltexte, aber auch (und in viel stérkerem
MaBe) Graphik-Pixeldateien. In solchen wird jeder Bildpunkt (der zum Bei-
spie} 256 verschiedene Farben annehmen kann) durch (zum Beispiel) ein Byte
reprisentiert. Wenn nun gréBere monochrome Flichen vorkommen, kann eine
erhebliche Kompression erreicht werden.

Dies ist allerdings begrenzt durch das Maximum von einem Byte, das wir fiir
die Kodierung Lénge reservieren. Erhéhen wir diesen Platz (z. B. auf zwei Byte),
so fiihrt das bei Texten mit vielen langen Runs zwar zu einer Verbesserung
der Kompressionsleistung, bei Texten mit vielen kurzen Runs aber zu einer
Verschlechterung. J

Eine platzsparende Methode, beliebig grofie natiirliche Zahlen zu kodieren,
ist die Elias-Kodierung, die uns auch im weiteren Verlauf der Vorlesung immer
" wieder begegnen wird. Sie wurde von Peter Elias 1975 vorgeschlagen.

Elias-Code nullter Stufe. Die Zahl n wird einfach durch eine Folge von
{ld n) (bindren) Nullen, gefolgt von ihrer Bindrdarstellung reprasentiert. (Wir
schreiben ld n := log, n, ylogarithmus dualis®; |-| bezeichnet das Abrunden).
Hierbei wird also der eigentlich von einer Zahl bendtigte Platz verdoppelt, dafir
muB man ihn nicht auf 8 (oder 16 etc.) aufrunden, und es gibt keine Ober-
grenze. Die Zahlen werden bitweise in den Ausgabetext gepackt, was den Ko-
dierungs/Dekodierungsaufwand stark erhéht (auf jedes Byte wird achtmal zu-
gegrifflen!). Platz wird gegentiiber der gewdhnlichen byteweisen Zahlenreprésen-
tatjion nur bei den Zahlen von 1 bis 8 gespart. Beachte: die Null 1aBt sich so
nicht reprisentieren. (Man kann aber natiitlich yo(n) durch yo(n +1) ersetzen.)

Elias-Code erster Stufe. Die Zahl n wird durch yo([ldnJ + 1}, gefolgt von
ihrer Binardarstellung ohne die fiihrende 1 représentiert, sie nimmt also

2(1d Jdn)) + 1) + [ldn] +1

Binarstellen ein. Auch hier ist klar, daB sich die Zahlen aus einer Bitfolge rekon-
strujeren lassen; der Aufwand (ein Logarithmus und eine Anzahl Bitoperationen
pro Zahl) erscheint vertretbar; fiir kleine Zahlen kodiert v, kiirzer, fur groBe vz;
man sieht, daB 42(n) fiir n — oo gegen die binire Stellenzahl von n strebt.



n Yo(n) 71 (n)

1 1 1

2 010 0100

3 011 0101

4 00100 01100

5 00101 01101

6 00110 _ 01110

7 00111 01111

8 0001000 00100000

9 0001001 - 00100001

10 0001010 00100010
11 0001011 00100011

T 000010001 001010001

20 Q00010100 001010100
30 000011110 001011110
40 Q0000101000 Q011001000
50 00000110010 0011010010
100 0000001100100 00111100100
1000 Q000000001111110010 0001001111110010
10000 000000000000010011100100100 . 00010110011100100100
100000 0000000000000Q0011000011010100000 0000100011000011010100000

Elias-Codes hoherer Stufe sind durch Weiterspinnen dieses Verfahrens mog-
lich, in der Praxis zeigt sich aber, daB der Aufwand den Gewinn nicht rechtfer-
tigt. Im Buch von Storer befindet sich eine Beschreibung von Elias-Codes der
Stufe oc unter dem Namen ,cascading lengths technique®.

In der Computergraphik und auch in der digitalen Klangspeicherung hat man
eine ganze Anzahl eigener, dafiir besonders geeignete Kompressionsverfahren
entwickelt, die aber nicht Gegenstand dieser Vorlesung sind. Ein Verfahren soll
aber noch erwdhnt werden:

Bilder enthalten, vor allem, wenn sie aus Fotos entstanden sind, nur sel-
ten grofe monochrome Fléchen; dagegen enthalten sie grofe fast monochrome
Flichen, bei denen sich benachbarte Bytes nur wenig unterscheiden. Das gilt
auch fiir Musik-Samples: Aufeinanderfolgende Bytes (bzw. Wérter etc. L) um-
terscheiden sich im allgemeinen nur wenig. Man kann solche Daten komprimie-
ren, indern man statt der Zeichen die Differenzen aufeinanderfolgender Zeichen
in einem Elias-Code abspeichert. Dies kann bei Bilddaten das horizontal und
vertikal durchgefithrt werden, bei animierten Bildern (Bildplatte) auch noch in

die Zeitdimension hinein.



Kapitel 2

Zeichenkodierungen

Dieses Kapitel behandelt die Eigenschaften von Kompressionsverfahren, die den
Originaltext Zeichen fir Zeichen lesen und fir jedes der Eingabezeichen eine
Bitkette an den komprimierten Text anfiigen. Wir werden im nichsten Kapitel
sehen, daB die sogenannten Huffman-Codes unter diesen Verfahren optimale
Kompression liefern.

In diesem Kapitel seien T und & Alphabete, wobei wir aus Bequemlichkeit
T = {1,...,n} (wenn nicht anders gesagt) und & = {0,1} annehmen.

Definition 2.1 Ein Cede ist eine injektive Funktion ¢: £ — &@~. Die c(i), i € z
heifen die Codewdrter von c.

Jedemn Code ¢ kann man eine Funktion ¢*: Z* — & zuordnen, indem man fir
iy,...,i; € T definiert: ¢*(iy -:-i;) = ¢(i1) - -¢(i;). Beachte, das diese Funktion
noch keine Kodierungsfunktion zu sein braucht, da sie moglicherweise nicht
injektiv ist. (Beispiel: £ = {1,2}, ¢(1) = 0, ¢(2) = 00; dann 000 = ¢(111} =
¢"(12) = ¢*(21)). Ist sie aber injektiv, so heifit der Code ¢ eindeutiy dekodierbar,

Die wichtigsten eindeutig dekodierbaren Codes sind die Prifiz-Codes:

Definition 2.2 Ein Prifix-Code ist ein Code mit der Eigenschaft, daB kein
Codewort der Anfang (Prifix) eines anderen Codewortes ist.

Offensichtlich sind Prafix-Codes eindeutig dekodierbar; die Umkehrung gilt aber
nicht (Beispiel: ¢(1) = 01, ¢(2) = 011); es ist jedoch so, daB nur Prafix-Codes
praktische Bedeutung haben; ihr Vorteil ist, daB man ein Zeichen schon beim
Lesen des letzten Bit seines Codewortes dekodieren kann und nicht in die dann
folgenden Zeichen hineinschauen muB.

Wir interessieren uns (auch im Hinblick auf adaptive Modelle) fir allgemei-
nere Kodierungsfunktionen als solche der Form ¢~; wir wollen weiterhin jedes
Zeichen einzeln kodieren, aber der Code soll von Zeichen zu Zeichen wechseln
diirfen, natiirlich nur in Abhangigkeit vom bisherigen Text ohne das zu kodie-

rende Zeichen.

Definition 2.3 Eine Kodierungsfunktion f: 7 — @7 heift Zeichenkodierung,
wenn es fiir jedes X € I* einen Code ¢cx: T — & gibt, so dab fir 4;,...,i; €L
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immer gilt:
Fiyizig- iz = ce(in)ei, (12)ei,ia(a) - - Ciynijoy (35).

Ist cx von X unabhangig, also konstant ein Code ¢, so heifit die Zeichen-
kodierung f eine konstante Zeichenkodierung. Das sind also gerade die Kodie-
rungsfunktionen der Form ¢*. Man kann diese Funktionen auch durch die Ho-
momorphiceigenschaft f(AB) = f(A)f(B) fir alle Texte A, B charakterisieren.

Offenbar gilt die eindeutige Dekodierbarkeit der Prafixcodes auch allgemei-
ner:

Satz 2.4 Sei fir jedes X € T* der Code cx ein Prdfizcode. Bilde ich nun wie
in Definition 2.8 die Funktion f, so ist f eine Kodierungsfunktion. ]

Wenn ich eine Datei mit einer Zeichenkodierung komprimiere, ist trivialer-
weise ein Bit pro Zeichen eine untere Schranke. Eine schérfere Bedingung liefert
die Kraft-McMillan-Ungleichung (von Kraft (1949) fiir Prifix-Codes, McMillan
(1956) allgemein, der kurze Beweis stammt von Karush (1961)):

Satz 2.5 Sei c:T — &" eindeutig dekodierbar. Dann gill
1
2 g S
IED
Beweis: Schreibe £ := [c(d)], £ = rﬁax.- £;. Dann gilt fir alle k > 0

k
n 1 n 1
(Zg) = X

fe] $yieaie=l

1
z gle=(l”

$ETX

Nun gilt: max,eg~ l¢”(s)| = k£ und min,gpx [c*(s)] 2 &, und damit

n k ,
: = i|{5€“3’°||€’(8)|=3}|
ZEET - 2
=k
174 2j
i=k z

< kL

<

Wire nun 31, =t grofer als 1, so wiirde die k-te Potenz fiir hinreichend groBes
k den Wert k£ Gbersteigen, folglich Yi; o= < 1. B

Umgekehrt gilt:

Satz 2.6 Sei T = {1,...,n}, und £,...,£fn natirliche Zaklen, die die Krafi-
McMillan-Ungleichung 3 iy 7r- S L erfillen. Dann gibt es einen Prifiz-Code
e T — & mit der Eigenschafl |c(i)| = &.

11



Bewets: Wir kénnen ohne Einschrdankung £; < .-« < £, annehmen, Wir ge-
hen mit Induktion nach n vor. Fiir n = 1 suchen wir uns einfach ein belie-
biges c(1) der Linge £1; Angenommen, wir haben schon die Codewérter ¢(;),
j=1,...,n—1gefunden, die die Prifixbedingung erfiillen. Diese Induktionsan-
nahme kénnen wir machen, da die Ungleichung mit einem Summanden weniger
erst recht gilt. Nun gibt es Y1) 242~% Waorter in ®%~, die eines der c({) als
Prifix haben. Nun gilt {§%] = 20 > 24 $°7. | = > $°77) 26=4 50 daB noch
ein mogliches ¢(n) brigbleibt. [ ]

Korollar 2.7 Fir jeden eindeutig dekodierbaren Code gibt es einen Prdfizcode
mitl den gleichen Zeichenlingen., |

Dieses Korollar ist unsere Rechtfertigung, uns auf Prifixcodes zu beschranken.

Ein Text A € E* soll alse nun mit einer Zeichenkodierung komprimiert
werden; nehmen wir an, daf wir den Anfang A; schen kodijert haben und jetzt
fiir das j + 1-te Zeichen e¢ine optimale Kodierungsfunktion suchen. Wir nehmen
ferner an, daB wir aufgrund unseres Modelles eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

p=(p1,...,Pn) kennen, die uns sagt, daB nach diesem Textanfang das Zeichen i
mit der Wahrscheinlichkeit p; zu erwarten ist. (Es gilt insbesondere: Y_I_, pi =
Lo<p <)

Codiere ich nun das nidchste Zeichen mit dem Code ¢, £ = |¢(3)], so ist der
Erwartungswert {iir die Anzahl der Bits, die ich fiir das nachste Zeichen brauche,

gleich
n
ZP-‘Z;‘-
i=]

Diese Zahl gilt es zu minimieren, wobei die Kraft-McMillan-Ungleichung eine
Nebenbedingung liefert.

Lemma 2.8 Die Funktion F:R" — R,
F(zy,...,2:) = ) _pi%i
i=1 )
nimmt unter Beachlung der Bedingungen z; > 0,

— 1

ein absoluies Minimum am Punki (Xy,...,Xn) mit X; = =ldp; an.

Beweis: Da F eine lineare Funktion ist, die mit steigenden z; steigt, nimmt sie
ihr Minimum auf dem Rand des durch die Bedingungen gegebenen Definitions-
bereiches an, also auf der Menge

{(zl,...,xn)lz%zl}.
=1

12



Wir suchen ein lokales Extremum der Funktion

n=1
f (2?1, Y (1 - Zz-z-))
i=1

’{jp.-zf — Pn (w (1 - gz-z-))

i=]

g(z1, -+ Tn=1)

auf dem Definitionsbereich {(21,...,2n-1) | alle z; > 0}.
Die partiellen Ableitungen

gz, .., Tau1) = p; ~ Pn 27
bz i-Ti e

miissen fiir jedes j verschwinden, was auf die Gleichungen

zi+ldp; = za+ldps,

Ifn-l'f‘]dpn—l = xn+}dpn:

n

i=1

fiihrt.

Der angegebene Punkt (Xi,....X,) ist eine Losung dieses Glelchungssy-
stems; wir wollen, daf es keine weiteren Lésungen gibt.

Die Losungsmenge der ersten n — 1 Gleichungen ist die Gerade

(X1,..., Xn)+ {(t,...,0) |1 €R]}.

Schneide ich diese mit der durch die letzte Gleichung gegebene Mannigfaltigkeit
so erhalte ich

1 = zn: 2= (X:41)

i=1

n
= 2'122—”

ci=]
_ -t
= 2

also { = 0, was zu zeigen war. |

Der Wert der Funktion F an der Minimalstelle, also — Y-/, pild p; beiBt die
Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung p und stellt eine untere Schranke fir
die zu erwartende Codewortlange des nachsten Zeichens dar. Dieser Satz gilt viel
allgemeiner als nur fiir Zeichenkodierungen und wird uns in dem Kapitel iber

Textquellen naher beschiftigen.
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Wir brauchen natiirlich ganzzahlige Lésungen; wenn man nun die z; ein-
fach aufrundet, also £& := [—1d (p;)] setzt, erfillen die £ die Kraft-McMillan-
Ungleichung, und nach Satz 2.6 gibt es einen Prafix-Code mit den so vorge-
gebenen Codewortlédngen. So erhalt man den Fano-Shannon-Code, (Fano 1949,
Shannon 1949) der aber heute nur noch historischen Wert hat.

Fiir die Konstruktion von Prifix-Codes ist die Datenstruktur des bindren

Suchbaumes wichtig.
Definition 2.9 Ein Beum B besteht aus
o einer endlichen Menge X, den Knoten,
o einem ausgezeichneten Element w € K, der Wurzel,
e einer Funktion v: K \ {w} — K, der Vorgdngerfunkiion,
so daf folgende Bedingunge erfillt ist:
. fﬁr jeden Knoten k € K gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so daf vHk) = w.

Das kleinste derartige ¢ heiBt die Tiefe des Knotens k, die grofte Knotentiefe
von B heifit die Tiefe von B. Ein Knoten, der nicht Vorgénger eines anderen
Knotens ist, heifit Blail.

Definition 2.10 Ein Baum, bei dem jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau
zwei Nachfolger hat, heiBt bindr.

Definition 2.11 Ein binarer Baum heiBt dindrer Suchbaum bezliglich £ und
&, wenn eine injektive Abbildung Bl: T — {Blétter von B} gegeben ist, und fir
jeden Knoten, der kein Blatt ist, die beiden Nachfolger eindeutig den Elementen
von & zugeordnet sind. Fiir i € T heifit dann das Blatt BI(i) mit i markiert. Ist
die Funktion B) bijektiv, so heift der bindre Suchbaum vollstdndig.

Diese formale Definition wird bei Betrachtung der Abbildung klar, die einen
biniren Suchbaum mit T = {a,b,c,d, e} zeigt. :
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Definition 2.12 Jedem bindren Suchbaum zu T und & ist ein Code ¢: T — @°
auf {olgende Weise zugeordnet: Sicher gibt es fir jedes i € T einen eindeulig .
bestimmten Weg von der Wurzel zum mit 4 markierten Blatt Bl(¢). Aufl diesem
Weg iiberstreicht man der Reihe nach Knoten, denen jeweils eines der beiden
Elemente von & zugeordnet. jst; die entstehende Folge aus & bezeichnen wir
mit c(i).

Es ist leicht zu sehen, daB auf diese Weise ein Prafixcode entsteht, und daf man
zu jedemn gegebenen Prafixcode ginen Baum konstruieren kann.

Eine Eigenschaft binirer Suchbaume, die sich nicht auf die Situation {&]> 2
verallgemeinern 188¢, ist:

Satz 2.13 Jeder bindre Suchbaum kann zu einem vollsidndigen bindren Such-
baum reduziert werden, indem immer wieder Knoten mil zwei unmarkierten
Blattern durch ein unmarkieries Blalt erseizt und Knolen mitl eginem unmar-
kierien und einem markierten Blatft einfach durch dieses markierte Blatt ersetzt
werden, Der entsiehende Baumcode hat fir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung
cine kirzere erwartete Codelinge als der urspringliche. |

Wir kénnen also von vorneherein annehmen, daf unsere binaren Suchbiume
vollstandig sind. Es stellt sich die Frage, welche Codes nun noch darstellbar
sind, deren Antwort einfach zu zeigen ist (Ubungsaufgabe!):

Satz 2.14 Ein Code c ist genau denn durch einen vollstindigen bindren Such-
baum reprisentierbar, wenn gilt

o ¢ ist ein Prifizcode;
s jede Bitkellep € @~ ist Prifiz eines Codewortes oder hat ein Codewort als
Prifiz.
[ ]

Codes, die durch vollstindige binére Suchbiume darstellbar sind, heiBen kurz

Baumcodes.
Der einfache Beweis der folgenden hiibschen Tatsache ist ebenfalls dem Leser

zur Ubung iiber)assen:

Satz 2.15 Jn einem Baumcode wird die Krafi-McMillan- Ungleichung eine Glei-
chung.

Vollstindige binidre Baume als Datenstrukturen

Wir gehen von einer Konstanten n und den beiden Typen Sigma = 1..n und
Phi = 0..1 aus. Eines vollstandigen bindren Suchbaum kénnte man etwa folgen-

dermafen implementieren:
type

Knoten = 1Knoteninhali
Knoteninhalt = record
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Vorginger: Knoten
case Blati: boolean
true:
Markierung: Sigma
false:
Nachfolger: array[Phi] of Knoten
end case
end Knoteninhalt
end type

Ohne uns jetzt weiter fiir diese Implementation zu interessieren, kdnnen
wir den abstrakten Datentyp ,Knoten“ durch seine primitiven Operationen be-
schreiben

function Vorginger(b: Knoten): Knoten
Licfert, falls er ezistiert, den Vorgangerknotlen des Anotens

b.
function Nachfolger(b: Knoten, p:Phi}:Knoten '
Liefert, falls er ezisticrt, den mit p markierten Nachfolger-

knoten von b, .
function Nachfolgermarkierung(b: Knoten): Phi

Liefert die Markierung von b als Nachfolger seines
Vorgdngers, wenn ein solcher existiert

function Blattmarkierung(b: Knoten): Sigma
Falls b ein Blatl ist, liefert die Funkfion die Markierung

dieses Blalies, .
function Blatt(b: Knoten, s: Sigma): Knoten

Licfert, falls es ezistiert, das mil s markierie Blatl unier b,

function IstWurzel(b: Knoten): boolean
true, wenn der Knolen b die Wurzel ist, also keinen

Vorgdnger hat
function IstBlatt(b: Knoten): boolean
true, wenn der Knoten b ein Blati ist,

function NeverBaum(a: Sigma): Knoten:
Ligfert einen Baum, dessen einziger Knoten ein mit a mar-

kigries Blatt ist,
function Verbindung(b,c: Knoten): Knoten;
Hdngt die Béume unter dic Wurzel eines neven Beumes, so

dafl b unter den 0-Zweig und ¢ unter den 1-Zweig kommdt,

procedure EntferneBlatt(w,b:Knoten)
Entfernt aus dem Bawm mil Wurzel w das Blatt b. Der

Vorgdngerknoten von'b wird durch das endere Blatt des
Zweiges ersetrd.

Die Implemnentation dieser Operationen ist weitgehend klar; um die Funktion
»Blatt* effizient zu machen, sollte man fiir Jeden Baum zusitzlich eine Tabeile
implementieren, die fiir jedes s € T auf das zugehdrige Blatt verweist, also etwa
ein array[Sigma] of Knoten.

Der Kodierungs- und der Dekodierungsalgorithmus sind jetzt klar: Bei der
Kodierung arbeitet man sich vom Blatt zur Wurzel hoch und erhialt die Bitkette
riickwirts, bej der Dekodierung geht es von der Wurzel zum Blatt.
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Kodierung:

var
Puffer: string of Phi
s Sigma
Codebaum: Knoten
Stelle: Knoten

- end var

begin
Puffer ;= Leerstring
read(s)
Stelle := Blatt(Codebaum,s)
while not Ist Wurzel(Stelle)
append(Puffer, Nachfolgermarkierung(Stelle)}
Stelle := Vorgénger(Stelle)
end while
reverse(Puffer)
write{Puffer)
end

Dekodierung:

var
p: Phi
Codebaum: Knoten
Stelle: Knoten

end var

begin _
Stelle := dic Wurzel von Codebaum
while not IstBlatt(Stelle)

read(p)

Stelle := Nachfolger(Stelle,p)
end while
write(Blattmarkierung(Stelle))

end



Kapitel 3

Huffman-Codes

Die bekannteste Kodierungstechnik benutzt die von David Huflman 1852 ein-
gefiihrten Huffman-Codes. Diese Isen das Problem, fiir eine gegebene Wahr-
scheinlichkeitsverteilung einen Code mit optimaler erwarteter Codewortlange
zu finden.

Wir erweitern den Typ des binren Suchbaumes insofern, als wir jedem Kno-
ten eine reelle Zahl, sein Gewichi, zuordnen. Der abstrakte Datentyp wird damit
urn zwei primitive Prozeduren erweitert:

function Gewicht(b: Knoten): real

Liefert (falls es existiert) das Gewicht des Knotens b.
procedure SetzeGewichi(b: Knoten, g: real)

Ordnet dem Knoten b das Gewicht g zu.

Ist jetzt fiir das Alphabet & = {1,...,n} die Wahrscheinlichkeitsverteilung
Pi,...,Pn gegeben, so lautet der Huffman-Algorithmus zur Konstruktion eines

Baumcodes:

var
Baumliste: list of Knoten (siche unien)
b,x,y: Knoten
i: integer

end var

begin
Die Baumliste leer inftialisicren
forii=1ton
b := NeuerBaum(i).
SetzeGewicht(b,pi)
sortiere b in die Baumliste ein, so daf in dieser
die Wurzelgewichte der Mitglieder steigen
end for
for i :== n downto 2
x und y := di¢ beiden Bdume am Anfang von Baumliste
b := Verbindung(x,y) oder Verbindung(yx), das ist egal
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SetzeGewicht(b,Gewicht{x)+Gewicht(y))

eniferne X und y aus der Baumliste

sortiere b in Baumliste ein, so daff in dieser
die Wurzelgewichte der Mitglieder sieigen

end for
end

Die Implementation des Datentypes ,list“ interessiert uns im Moment noch
nicht; wir stellen uns darunter jedenfalls eine Folge von Baumen vor, die eine
Anordnung besitzt.

Beispiel 3.1

| a b e d e f
pi 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.25

Beachte: bei den Baumen ist fir diesen Algorithmus immer nur das Gewicht

der Wurzel interessant.
Initialisierung Baumliste 2 ’ b ’ ¢ ‘ d ’ ¢ l £
Wurzelgewicht | 0.056 | 0.1 | 016 | 0.2 [ 0.25 | 0.2

5

Erster Schritt . . .
Baum @b ¢ d €
Wurzelgewicht 015 [ 0151 02 | 0.25 0.25

Zweilter Schritt ¢
Baum d ¢ f 8 b
Wurzelgewicht | 0.2 | 0.25 § 0.26 0.3
Dritter Schritt ¢ /\
Baum f &b d €
Wurzelgewicht | 0.25 0.3 0.45
f
Vierter Schritt b
Baum d ¢ >
Wurzelgewicht 0.45 0.55
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Der Baum

Der entstehende Code ist also a: 0000, b: 0001, c: 001, d: 10, e: 11, f: 01. Die
erwartete Codewortlange ist 0.05-440.1-440.15-340.2.2+0.25-2+0.25-2 = 2.45
bit.

Die Entropie, also die im letzten Kapitel angegebene untere Schranke ist
—0.05-140.05=0.11d0.1 - 0.151d 0.15-0.21d 0.2 — 2-0.25]d 0.25 = 0.05 - 4.32 +
0.1-3.32+4+0.15-2.744+0.2.-2.32405-2=0.0216+0.332+0.4114+0.464+1 =
2.23; die erwartete Codewortlénge, die ein Fano-Shannon-Verfahren liefert, ist
0.05-54+0.1-440.15-3+02-3+05-2=0254+04+045+06+1=2.7.

Satz 3.2 Sind im Raehmen der Wahlméglichkeiten des Huffman-Algorithmus
zwet verschiedene Codes enistanden, so haben diese dennoch dic gleiche erwar-

tete Codewortlinge,

Beweis: Es gibt zwei Arten der Wahlméglichkeit im Huffman-Algorithmus: die
erste besteht darin, sich bei zwei ausgewahlten Biaumen x und y minimalen Ge-
wichtes fir eine der beiden Reihenfolgen , Verbinde(x,y)“ oder , Verbinde(y,x)*
zu entscheiden. Dies ist natiirlich ohne EinfluB auf die Codewortléangen.

Die andere Wahlméglichkeit liegt in der Freiheit, unter mehreren Baumen
gleichen Gewichtes zu entscheiden. Existieren genau k > 2 Béume gleichen
minimalen Gewichtes g in der Liste, so kommen diese jedenfalls in irgendei-
ner Reihenfolge in den néchsten f—;—] Schritten an die Reihe; alle Baume, die
noch entstehen, haben namlich groBeres Gewicht als g, kdnnen sich also nicht
dazwischenschieben. Zu zeigen ist also, daf eine Permutation von k& Bédumen
am Anfang der Baumliste nichts an der erwarteten Codewortlénge andert; da
eine Permutation bekanntlich das Produkt von Vertauschungen ist, ist zu zei-
gen, daf die erwartete Codewortlinge sich durch Vertauschung zweier Baume
gleichen Gewichtes nicht &ndert.

Fiithre ich den Huffman-Algorithmus zweimal nebeneinander aus, wobei ich
bei einer der beiden Ausfihrungen irgendwann wihrend des Ablaufes die gleich-
schweren Biume P und Q in der Baumliste vertausche, so entstehen am Schluf
die beiden Huffman-Baume X und H’, die beide sowoh] P als auch @ als Teil-
baum haben, sich aber genau dadurch unterscheiden, da 7 und & im Baum M’
gegeniiber M vertauscht sind. Sei g das Wurzelgewicht von P, das ja mit dem
von Q ibereinstimmt.

Wir setzen T = U W UT, wobei JT die Zeichen zu den Blattern von P, ¥
dasselbe zu @, und I die restlichen Zeichen bezeichnet.

Wir wollen £(B) fiir die erwartete Codewortlénge eines Huffman-Baumes B
schreiben. £(P) ist die erwartete Codewortlénge zu dem Baumcode zum Baum
P, der zu dem Alphabet II gebildet ist, wobei jedes Zeichen 1 aus 11 die Wahr-
scheinlichkeit % hat: das ist sinnvoll, denn g ist gerade die Wahrscheinlichkeit,
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daf ein Zeichen in II liegt. Wir beobachten:

Spi=g £(P)= Z%(f-' —1(P)),

iR $EN

wobei t(P) die Tiefe des Wurzelknotens von P im Baum 7 ist.
Dasselbe machen wir fiir @ und berechnen

(H) = Y pils

igl
= ZPif; + Zp.'f.' + ZP.-E,-
sgT] 137 el
= (UP)+1(P) g+ (UQ)+UQ) g+ miki
g3
= (UQ)+UP)) g+ (EPY+1Q)) g + D it
i€l
= =) |

Satz 3.3 (Optimalitiatssatz fir den Huffman-Code) Beziglich einer ge-
gebenen Wahrscheinlichkesisverteilung hat ein Prdfizcode genau dann minimale
erwartete Codewortlinge, wenn es sich um ¢inen Huffman-Code handelt.

Beweis: Sei ¢ ein Préfixcode mit minimaler erwarteter Codewortléange, der aber
kein Buffman-Code ist. Sei n = (| minimal, daB so ein c existiert, und p =
(p1,-+,Pa) die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Nach Satz 2.13 ist ¢ ein Baumcode. Wir konnen p; > --- > p, annehmen;
dann gilt sicher auch £ < - € £,. Die Baumcodeeigenschaft liefert £n-; = £,
und die beiden Blatter n—1und n haben einen gemeinsamen Vorgénger. Wir fas-
sen nun die Zeichen n—"1 und n zu einem neuen Zeichen mit der Wahrscheinlich-
keit pn—1+Ppn ZUsammen, betrachten also den Baumcode d: {1, -, n—1} — &,
der aus dem von ¢ entstanden ist, daB im Baum von ¢ der Zweig mit den beiden
zusammengehorigen Blittern n— 1 und n durch ein einziges Blatt n—1 ersetut
wurde. Ist £, die erwartete Codewortlinge von ¢, 50 ist £g = £, — (Pn=1+ Pn)-

Wire d ein Huffman-Code, so wire ¢ auch ein Huffman-Code. Das ist aber
nicht der Fall, also ist d nach der Annahme iiber n nicht optimal. Dan gibt
es einen besseren Code e:{1,...,n — 1} — &*. Es gilt{, < &;. Jetzt spalten
wir im Code e das Zeichen n — 1 wieder auf und erhalten einen neuen Code
FiT — & mit £ = Le + (pro1 +Pn) < Lo+ (Pr=y +Pn) = £, ein Widerspruch
zur Optimalitdt von ¢.

Ist umgekehrt ¢ ein Huffman-Code, so betrachte ich einen optimalen Code
d. So etwas existiert aus Endlichkeitsgrinden, und d ist nach der eben gezeigten
anderen Richtung ebenfalls ein Huffman-Code. Nach Satz 3.2 hat dieser die
gleiche erwartete Codewortlange wie ¢, so daf ¢ ebenfalls optimal ist. ||

Satz 3.4 Di¢ Erzeugung eines Huffman-Boumes zu n Zeichen kann mit ¢inem
Aufwand der Gréffenordnung O(nlogn) geleistet werden.
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Beweis: Die Anzahl der Huffman-Schritte ist proportional zu der Anzahl der
Knoten des Baumes B (ein Initialisierungsschritt fiir jedes Blatt und ein weiterer
Schritt fiir jeden anderen Knoten). Diese ist 2n — L:

Der entartete Baum, bei dem alle Nicht-Blatt-Knoten mindestens ein Blatt
als Nachfolger haben,

hat offensichtlich 2n — 1 Knoten. Jeder Baum kann unter Beibehaltung der
Knpotenanzahl in den entarteten Baum transformiert werden, indem man im-
mer wieder das linkeste Blatt mit dem rechtesten Teilbaum vertauscht, dessen
Wurzel mit einer 1 markiert 1st.

Die Anzahl der Huffman-Schritte ist also von der GréSenordnung n. Der
Aufwand jedes Huffman-Schrittes ist aber auch von n abhingig, da er das Ein-
sortieren von Baumen in die Baumliste enthdlt. Fiihrt man dies naiv durch, so
kommt man auf einen Aufwand der GréBenordnung n fiir die Suche und damit
n? fir den gesamten Algorithmus. Um auf nlogn zu kommen, muB man die
Baumliste effizient verwalten: dies macht man sinnvollerweise rmt der Struktur
des sogenannten balancierten Baumes, die aus der Vorlesung bzw. der Litera-
tur zum Thema ,Datenstrukturen und Algorithmen® bekannt ist. Man weiB,
dab in dieser Struktur das Einsortieren und das Streichen mit logarithmischem
Aufwand mdglich ist, woraus sich die Behauptung ergibt. |

Der Kodierungsaufwand ebenso wie der Dekodierungsaufwand ist fir jedes
Zeichen gleich der Tiefe des Zeichens im Baum, im Durchschnitt also ungefidhr
die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung; da diese im schlimmsten Fall
(der Gleichverteilung) den Wert ldn hat, haben wir

Satz 3.5 Der Kodierungs- wie der Dekodierungsaufwand ist pro Zeichen des
Originaliexies im schlimmsten Fall von der Gréflenordnung des Logarithmus der
Zeichenzahl, pro Bit des Komprimierien Teztes von konstanter Grifienordnung.

Die Abbildung illustriert das Zusammenwirken des Modellierungsmoduls
und des Kodierungsmoduls bei der Huflman-Kompression und bei der Expan-

sion.
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Kompression:

=1, - Pn) J
1I

VI 1
Modellierer Kodierer
II1
v v
e . 001.........
" Expansion:

p=(p1~--,pn))
I1

v1 | I

Modellierer ‘ v Kodierer
v II1
......... Buvvirnnin 00k

In den Schritten I der Kompression und der Expansion bertrégt der Modellierer
dem (De-)kodierer die Wahrscheinlichkeitsverteilung p. Aus dieser konstruiert
der (De-)Kodierer einen Huffman-Baum (Schritt I1). Bei der Kompression hiest
nun der Kodierer in Schritt III das nachste Zeichen des Originaltextes (z. B. ein
a) und produziert mit dem Huffman-Baum das Codewort (z. B. 110), das er an
den komprimierten Text anfiigt (V). Der Dekodierer Jiest umgekehrt in Schritt
I11 Bits des komprimierten Textes solange, bis er ein Zeichen erkannt hat, das
er in Schritt 1V an den expandierten Text anfiigt. Bei der Kompression liest
der Modellierer ebenfalls das a (Schritt V), bei der Expansion bekommt er es
vom Dekodierer iibermittelt. Aufgrund dieser neven Information aktualisiert der
Modellierer die Wahrscheinlichkeitsvertetlung p (Schritte VI in beiden Fallen),
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und der Zyklus kann neu beginnen.

Bei statischer Modellierung werden einige dieser Schritte trivial: es findet
keine Aktualisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung statt, also entfallen die
“Schritte V und VI. Schritte 1 und II miifte nur ein einziges Mal in der Lebenszeit
des Programmes stattfinden, némlich bei der (einmaligen) Konstruktion des"
Huffman-Baumes. Sinnvollerweise konstruiert der Programmierer den Huffman-
Baum aus einer einmal festgestellten Wahrscheinlichkeitsverteilung und baut
ihn fest (patiirlich auswechselbar) in den (De-)Kodierungsmodul ein, so daf der
Modellierungsmodul im statischen Fall einfach fehlt.

Bei Modellen, die von den Haufigkeiten der Einzelzeichen ausgehen, kommt
man leider nur auf erwartete Codewortlangen von 5-6 bit/Byte fiir Texte der
deutschen (oder der englischen) Sprache, fiir ausfihrbare Programme sogar
auf ungefdhr 6-7. Fazit: statische Modelle lohnen sich erst bei komplizierte-
rer Modellstruktur. Man kdnnte diese kompliziertere Struktur erreichen, indem
man nicht I, sondern % als Alphabet betrachtet, also Zeichenpaare als ,Zei-
chen® auffait. Bei Textdateien kommt man hier auch tatséchlich auf eine Ver-
besserung, allerdings zu keiner sehr erheblichen (so etwas wie 55% statt 60%
Kompression). Dafiir ist der Speicherplatzaufwand, den der Huffrnan-Baum ein-
nimmt, groB, etwa ein Megabyte.

Bei variablen Modellen, die von einer einzigen Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir die Zeichen ausgehen, mufl ein weiterer Programmodul den Text statistisch
analysieren, um daraus die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erhalten. Dann
kénnen bei der Kompression die Schritte 1 und II ein fir allemal stattfinden,
und der Zyklus reduziert sich wieder auf die Schritte III und I'V.

Bei variablen Modellen ist eine kompliziertere Struktur als die einfache Hau-
figkeitsverteilung normalerweise nicht sinnvoll, da die Abspeicherung des Model-
les den Kompressionseffekt zunichte machen wiirde. Auch ist es besser, nicht die
Haufigkeitsverteilung selbst, sondern bereits die daraus gewonnenen Codewdrter
in den komprimierten Text zu speichern, der Baurn la8t sich bei der Dekodie-
rung leicht daraus konstruieren. Die Codewdrter haben variable Lénge, also
muB man, um sie eindeutig dekodieren zu kdnnen, die jeweilige Linge in einem
Elias-Code mitspeichern. Gehen wir von 6 bit/Byte aus; die Elias-Codes sind in
dieser GréBenordnung etwa genauso lang wie die codierten Zahlen, so dal man
fiir eine Liste der 256 Codewdrter auf 256 - 12bit, also weniger als 0.4 Kilobyle
kommt. Die Datei muB also mindestens 1.6 Kilobyte lang sein, damit sich ein
Kompressionseflekt bemerkbar macht, also eine Schranke von weniger als einer
Schreibmaschinenseite lesbarer Text. Noch mehr kann man sparen, wenn man
beachtet, daB oft (vor allem bei lesbaren Texten) gar nicht alle mdglichen Bytes
verwendet werden; man kann sich auf die Kodierung der tatsichlich vorkom-
menden Bytes beschranken und bei der Speicherung des Modells die Menge der
vorkommenden Bits als 256 bit = 32 Byte langen Bitvektor voranstellen.

Ein Anwendungsbeispiel des Huflman-Algorithmus mit variabler Modellie-
rung ist die Run-Length-Kodierung aus dem ersten Kapitel. Wir kdnnten in
zwei Phasen vorgehen: in der ersten Phase werden die Zahlen als Zahlen mit
konstantem Platzaufwand abgespeichert, etwa als 32-Bit-Zahlen. In der zweiten
Phase wird sowoh! fiir die Zeichen als auch fiir die Zahlen je ein Hufiman-Baum
erstellt und die Zwischendatei mit diesern Huffman-Code komprimiert.

Zu adaptiven Modellen gibt es einiges mehr zu sagen. Zundchst sei darauf
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hingewiesen, daf beim Hufiman-Algorithmus nirgendwo benutzt wird, daB die
Wahrscheinlichkeiten p; wirklich Zahlen zwischen 0 und 1 sind: natiirliche Zah-
ien sind vollig in Ordnung, und da die Gewichte nur addiert werden, ist es
gleichgiiltig, ob ich sie vorher alle mit einer Konstanten multipliziere; also kann
ich absolute statt relativer Haufigkeiten verwenden. Das spart Divisionen und
erlaubt das Rechnen mit der viel schnelleren Festkommaarithmetik und ist da-
her auch bei statischen und variablen Modellen zu empfehlen. Bei adaptiven
Modellen, die ja auch on-line, also potentiell unendlich lang, ablaufen sollen,
werden die Héaufigkeitswerte (bzw. deren Summen) irgendwann die maximale
darstellbare ganze Zahl erreichen. In diesem Fall dividiert man einfach sémtliche
Haufigkeitswerte durch zwei (unter Verlust des Divisionsrestes). Da der Beitrag
der Zeichen, die vor der Halbierung gelesen wurden, von jetzt ab nur noch halb
so groB ist wie der der neuen Zeichen, kann das auch als ein wiinschenswerter
Anpassungsefiekt des Modells an die Gegenwart (durch , Vergessen®) verstanden
werden,

SchlieBlich das Aufwandsproblem: es erscheint unsinnig aufwendig, bei jedem
gelesenen Zeichen im Kodierungsprozess und jedem geschriebenen Zeichen im
Dekodierungsprozess einen neuen Huffman-Baum zu berechnen. Hier gibt es
zum Gliick Abhilfe, die auf Faller (1973) und Gallagher (1978) zuriickgeht. Der
im Folgenden beschriebene Algorithmus fiir die adaptive Huffman-Kodierung
findet sich (in noch etwas verbesserter Form) im UNIX-Kommando ,,compact”,

Beachte: wir beriicksichtigen von jetzt ab bei Huffman-Baume simtliche
Knotengewichte, nicht nur das der Wurzel.

Definition 3.6 Ein binsrer gewichteter Baum hat die Geschwistereigenschaft,
wenn gilt:

o das Gewicht jedes Knotens ist, falls solche existieren, gleich der Summe
des Gewichtes seiner Nachfolger,

o haben zwei Knoten den selben Vorganger (sind sie Geschwister), so gibt
es keinen dritten Knoten, dessen Gewicht echt zwischen den Gewichten

der beiden Geschwister liegt.

Die zweite Bedingung ist dquivalent dazu , daf man die Knoten in einer
Folge aufsteigenden Gewichtes derart anordnen kann, daf Geschwisterknoten in

dieser Folge benachbart sind.

Satz 3.7 Ein bindrer gewichteler Baum ist genau dann ein Huffman-Baum,
wenn er die Geschwistereigenschaft hat.

Beweis: Sei B ein Huffman-Baum, a,b,c Knoten mit den Gewichten g5 < gy <
¢, 50 daB @ und ¢ denselben Vorgénger v haben. Wann kann b entstanden sein?
Zum Zeitpunkt der Entstehung von v waren a und c die beiden leichiesten Kno-
ten der Liste, v kann also nicht zwischen ihnen gestanden haben; alle Knoten,
die danach entstanden sind, haben mindestens so grofies Gewicht wie c. Zumn
Zeitpunkt der Verarbeitung von b mufi a also schon verarbeitet worden sein, ¢
kann es noch nicht sein, ein Widerspruch.
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Sei umgekehrt H ein Baum mit der Geschwistereigenschaft, Dann kénnen
wir die Knoten in der Reihenfolge aufsteigenden Gewichtes auflisten, so daB Ge-
schwisterknoten in der Liste benachbart sind. Nun streiche ich die beiden ersten
Knoten aus der Liste und hinge sie unter ihren Vorgénger. Die beiden ersten
Knoten missen Blatter gewesen sein, also war das ein Huffman-Schritt. Ist einer
der nachsten beiden Knoten kein Blatt, so miissen seine beiden Nachfolger links
von ihm in der Liste gestanden haben, es mu8 sich also um den Vorgénger der
beiden zuerst gestrichenen Listenelemente handeln. Es ist klar, dafl Weiterfiihren
dieses Vorgehens gerade den Huffman-Algorithmus nachvollzieht. |

Fiir die adaptive Huffman-Kodierung erweitern wir die Baumstruktur um
eine ,Fadelung®: wir denken uns die Knoten gemB der Geschwistereigenschaft
nach aufsteigendem Gewicht angeordnet und ordnen jedem Knoten einen Ver-
weis auf seinen Nachfolger in dieser Liste zu. Der Algorithmus gehi nun so,
daB man sich bei jedem Zeichen wie im Laufe des Kodiervorganges vom Blatt
zur Wurzel hocharbeitet, jetzt aber bei jedem Knoten zuerst das Gewicht um 1
erhdht, dann iiberpriift, ob sein Gewicht jetzt das des Nachfolgers in der Liste
{ibersteigt, und, wenn das zutrifit, den Knoten (und seinen Teilbaum) mit dem
am weitesten hinten in der Liste stehenden vertauscht, dessen Gewicht geringer
ist. Die Gewichte miissen am Anfang so initialisiert sein, dafl kein Blatt das
Gewicht 0 hat; die Wurze), die obnehin immer am Ende der Liste steht, kann

ignoriert werden.

Beispiel 3.8 T = {a,b,¢,d}, der Text beginnt mit Labbc®. Vor Beginn des
Textes wird der Baum initialisiert:

Ein a wird ‘gelesen. -

Ein b wird gelesen.
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Noch ein b.

Ein ¢.

Der Satz garantiert mir, da8 dieses Verfahren funktioniert, da ich durch das
Umhéangen immer die Geschwistereigenschaft und damit auch die Huffmaneigen-

schaft sicherstelle.
Der Aufwand beinhaltet in jedem Schritt das eventuelle Vertauschen zweier

Teilbdume (was aber von der Grébe dieser Teilbdume unabhangig ist), und das
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Auffinden des Knoten mit gegebenem Gewicht, der méglichst weit hinten in der
Liste liegt: das kann im unangenehmsten Fall |Z] = 1 Vergleiche erfordern. Man
kann diese Vergleiche aber auch iiberfliissig machen, indem man die Gewichte
in einer eigemen verketteten Liste organisiert, so daf von jedem Knoten des
Baumes ein Verweis auf sein Gewicht ausgeht, und von dem Gewicht ein Verweis
auf den letzten Knoten mit diesem Gewicht. Der Aufwand zum Verwalten dieser
Gewichtsliste ist wieder unabhangig von |T).

Im adaptiven Fall ist das theoretische Modell des Zusammenwirkens von
Modellierer und (De-)Kodierer aus den Abbildungen ebenfalls in der Praxis
verzerrt, da jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung und der Huffman-Baum in
eine gemeinsame Datenstruktur eingefiigt sind, suf die Modellierer und Kodierer.
kooperativ zugreifen. Die Zerlegung des Problems in Modellierung und Kodje-
rung ist immerhin noch erkennbar: der Modellierer verwaltet die Gewichte der

Blétter, der Kodierer den Rest.
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Kapitel 4
Textquellen

Wir sind bisher in der Theorie davon ausgegangen, daf wir eine Funktion ken-
nen, die jedem Text X € T eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

px = (Px,15. s PX.n)

zuordnet, wobei px, die Wahrscheinlichkeit ausdriick(, da8 nach dem Text-
anfang X das Zeichen i kommt. Diesen Sachverhalt wollen wir hier genauer
untersuchen und in eine Form bringen, die uns spater eine verniinftige Modeil-

lierung erméglicht.

Wir stellen uns die Textquelle als eine Maschine vor, die in regelmifigen
Abstinden nach stochastischen GesetzmiBigkeiten Zeichen produziert. Den se-
mantischen Aspekt dieses Vorganges ignorieren wir, Ein mathematisches Modell,
das solche Textquellen sinnvoll approximiert, ist die endliche Markov-Quelle.

Definition 4.1 Die folgende Situation beschreibt eine endliche Markov-Quelle:
e T ={1,...,n} ist ein Alphabet;

¢ Z ={1,...,m} ist eine weitere endliche Menge, |Z| > 1, die Menge der
Zustande;

o (:Z x £ — Z ist eine Funktion, die Ubergangsfunktion,

¢ Jedem Zustand j ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p; = (pj1,-. -, Pjin)
zugeordnet, die Zeichenwahrscheinlichkeiten im Zustand j;

Eine Markov-Quelle 148t sich am besten als gerichteten Graph ansehen; die
Zustinde sind die Knoten; von jedem Knoten gehen n Pleile aus, die mit den
Zeichen des Alphabetes T markiert sind. Der vom Zustand j ausgehende und
mit dem Zeichen i markierte Pfeil endet am Zustand ({7, ). Dieser Pieil ist
auferdem noch mit der Wahrscheinlichkeit pj; markiert. :

Beispiel 4.2 Wir betrachten im Folgenden die als Graph dargestellte Beispiel-
quelle:
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Z={1,2}, T ={Leerzeichen, 4, a,b}

- 10% A 1%

M L )
b20% b 19%
2 20% Da 50%

- 30%

\

Die Textproduktion funktioniert nun so: die Quelle wird am Anfang in ei-
nen Zustand j versetzt. Mit der Wahrscheinlichkeit p;: gibt die Quelle nun das
Zeichen 4 aus und nimmt auBerdemn den Zustand {(J, 1) an. Dieser Vorgang wird
nun wiederholt und irgendwann abgebrochen.

Beispiel 4.3 Die Quelle aus Beispiel 4.2 kénnte folgenden Text produziert ha-

ben:
Aabaaaa b a Aaahab aaaabaa a bbbbaaaa Aaab Aabaaaaaa A aaaaa

Az aaa Aab A Aaabaaaba ba ba Aa Aa bababa babaaa b ab Aa a a
Aabhiaaaa Aaabba Aa AAbaaaa a Aaaba A abba Aa baaaa bbaaa Aazaa

baaa A baaa aa
In diesem Fall lassen sich die Zusténde, in denen sich die Quelle befindet

(auBer am Anfang) aus den produzierten Zeichen herleiten. Das liegt daran,
daB mit den gleichen Zeichen markierte Pfeile immer zu denselben Zustinden
fiihren; im allgemeinen mufl das aber nicht so sein, und dann lassen sich die
Zustinde nur aus den Wahrscheinlichkeiten an den Pfeilen statistisch erraten.

Die Verbindung zwischen dem zuerst in diesem Kapitel gesagten und den
Markovquellen stellen die Kontextguellen her:

Definition 4.4 Eine Markovquelle heiBt Konteriquelle k-ter Ordnung, wenn
gilt:

e 7= Ek;

o ((iy .. ik, 1) =iz, ikt
Eine Kontextquelle nullter Ordnung heift auch unabhdngig.

Die diesen Konzept zugrundeliegende Beobachtung ist es, daB die Wahr-
scheinlichkeit eines Zeichens vor allem von den unmittelbar vorhergehenden

Zeichen abhangt.

Beispiel 4.5 Claude Shannon hat 1948 aus Kontextquellen fir die englische
Sprache folgende Texte produziert:
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Ordoung 0. OCRO BLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA TH EEI
ALEENETTPA OOBBTTVVA NAH BRL

Ordnung 1. O8 IE ANTSOUTINYS ARE T INCTORE ST BE S DEAMY ACHIN D
ILONASIVE TUCOOWE AT TEASONARE FUSO TIZIN ANDY TOBE SEACE
CTISBE T

Ordnung 2. IN KO IST LAT WBEY CRATICT FROURE BIRS GROCID
PONDENOME OF DEMONSTURES OF THE REPTAGIN IS REGOACTIONA OF
CRE :

Man sieht, daf mit steigender Ordnung die Struktur der realen Quelle (der
englischen Sprache bzw. ibrer Sprecher) zunehmend approximiert wird.

Wenn man sich bei einer Markovquelle nur fiir die Zust4nde interessiert und
die Pfeile mit jeweils {ibereinstimmenden Anfangs- und Endpunkten zusammen-
faBt, erhalt man eine Markov-Ketle. '

Definition 4.6 Die folgende Situation beschreibt eine endliche Markov-Kette:

e 7 = {1,...,m} ist eine weitere endliche Menge |Z| > 1, die Menge der
Zusidnde;

o Jedem Zustand j ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (uj1, ..., Ujm) ZU=
geordnet, die Ubergangswahrscheinlichkeiten im Zustand J.

Man erhilt aus einer Markovquelle also die zugrundeliegende Markouvketle, wenn
man
up = Y pii
(i i)=5

setzt.

Die m x m-Matrix U = (uj;/) heibt die Ubergangsmatrix der Markovkette.
Sie ist stochastisch, daB bedeutet, daf alle Zeilensummen E;Ll u;; gleich 1
sind, und die Fintriage zwischen 0 und 1 liegen.

Beispiel 4.7 Die Ubergangsmatrix zu unserer Beispielquelle 4.2 ist
0.1 0.9
6.3 07
Wir nehmen fir dieses Kapitel eine fest gewdhlie Markovguelle Q an.

Wir machen eine Anforderung an die Quelle, die plausibel ist, wenn wir uns
fiir ihr langfristiges Verhalten interessieren.

Definition 4.8 Eine Markovquelle (bzw. Kette) heiBlt ergodisch, wenn man von
jedem Zustand aus jeden anderen (eventuell in mehreren Schritten) erreichen

kann.
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Wir wollen annehmen, daf Q ergodisch ist.

Warum ist diese Annahme plausibel? Eine Markovkette kann auf zwei Wei-
sen gegen die Forderung der Ergodizitét verstoBen: einmal kann es fliichtige
Zustandsmengen geben, das heift solche, die nach einmaligem Verlassen nicht
wieder aufireten kdnnen; auBerdem kann es vorkornmen, dafl manche Zustands-
mengen nicht wieder verlassen werden kénnen, wenn sie einmal erreicht wurden
(, wesentliche“ Zustandsmengen). Die fliichtigen Zustandsmengen sind fUr die
langfristige Entwicklung uninteressant, und die wesentlichen Zustandsmengen,
in die das System nach Verlassen der fliichtigen Zustande fallt, konnen einzeln
betrachiet, und das Verhalten des Gesamtsystems dann durch aus dem der ein-
zelnen Teile durch Kombination verstanden werden. Eine minimale wesentliche
Zustandsmenge ist sicher ergodisch. :

Beispiel 4.9 {1} ist flichtig, {2,3} und {4, 5} sind wesentlich.

Man sieht Ieicht ein: befindet sich das System zu einer Zeit mit Wahrschein-
lichkeit 4; im Zustand 7, und ist ¢ der Zeilenvektor ¥y, ..., ¥m), 50 enthdlt der
Zeilenvektor ¥ die Wahrscheinlichkeiten der Zustdnde, nachdem das System
einen Schritt gelaufen ist.

Definition 4.10 Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ¥ = (¢1,...,%m) heiBt
stationdr, wenn ¢yU = 1.

Satz 4.11 (Ergodensatz) Q hat nur eine siationdre Zustandsverteilung
dabei ist «; interpretierbar als die Wahrscheinlichkeit, daf sich die Quelle im
Zustand j befinded, vorausgesetzt, ihre Laufzedt ist unbekannt.

Die Matrizenfolge
-1

Ut

o

3
k

¢

it
-

konvergieri gegen die Malriz

=

‘ff
Beweis: Dies ist kein vollstindiger Beweis, sondern eine Plausibilitétsbetrach-
tung, die mit stochastischem oder matrizentheoretischem Handwerkszeug zu

einem richtigen Beweis gemacht werden kann Der Beweis ist nicht schwierig,
wiirde hier aber zu weit fiihren. (Siehe die Biicher von Kemeny und Snell oder

von Fritz, Huppert und Willems).
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Wenn wir die Markovkette im Zustand j starten und k mal laufen lassen,
dann ist die j-te Zeile der Matrix U* die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
Zustande nach diesem Experiment.

Lassen wir noch einmal die Markovkette im Zustand j starten und héchstens
% mal ablaufen. Jetzt sei es uns aber unbekannt, wie oft die Quelle tatsdchlich
gelaufen ist, und wir nehmen an, daf wir dariiber gar keine Informationen be-
sitzen (auBer der Giber die Hochstzahl k). Dann sind alle Laufanzahlen ¢ zwi-
schen 0 und k gleichwahrscheinlich, und somit ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir den Zustand nach dem Experiment gerade das arithmetische Mittel
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Zustdnde nach t-maligem Ablaufen
(t=0,...,k—1), also die j-te Zeile von D D i

Wissen wir nun iiberhaupt nicht, wie oft die Quelle gelaufen ist, so muB die
Wahrscheinlichkeitsverteilung das arithmetische Mittel iber die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen nach t-maligem Ablauf fir alle ¢ sein, also die j-te Zeile
von P i= limp—co + ZLO U*. Die Existenz dieses Grenzwertes, die aus der Be-
\rachtung der Jordanschen Normalform einer stochastischen Matrix geschlossen
werden kann, entnehmen wir den angegebenen Biichern.

Es ist ziemlich plausibel, daB PU = P gilt, denn mit steigender Anzahl
der Versuche andert noch eine weiteres Ausfihrung nicht mehr viel. Das aber
heiBt, daB die Zeilen von P stationsre Zustandsverteilungen sind. (Beweis: Siehe
Literatur)

Nun ist die Markovkette ergodisch, und daher wird es nach zunehmender
Anzahl von Ablaufen immer unerheblicher, in welchem Zustand gestartet wurde:
starte ich in § statt in j dann komme ich jedenfalls irgendwann einmal auch zu
7, und ich kann stattdessen dieses j als Startzustand annehmen (das verkleinert
nur das k, was auf lange Sicht irrelevant wird.) Fazit: alle Zeilen von P sind

. ‘
gleich, P =
7'.- B

Sei nun ¢ eine stationire Zustandsverteilung. Dann ¢.P = 1, also ist 14 ein

Eigenvektor von P (beziiglich Rechtsmultiplikation) zum Eigenwert 1. Da P

den Rang 1 hat, ist 0 ein m — 1-facher Eigenwert, also ist der Eigenraum zum
Eigenwert 1 hichstens eindimensional und kann daher nur eine Wahrscheinlich-

keitsverteilung enthalten. Diese muf 7 sein. ]

Wir nehmen an, daf sich unser System Q in dieser stationdren Wahrschein-
lichkeitsverteilung befindel,

Beispiel 4.12 In unserer Beispielquelle konvergiert sogar die Fol%e c;er Matri-
zen U* selbst (und natiirlich auch die Folge der Mittelwerte Fis Uf), und

zwar gegen
0.25 0.75
0.25 0.75

Die Quelle befindet sich also mit Wahrscheinhichkeit % im Zustand 1 und mit

Wahrscheinlichkeit 2 im Zustand 2.
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Wir haben schon die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p als
H(p) =Y pldpi
i=l
kennengelernt.

Definition 4.13 Die Entropie von Q ist der Erwartungswert der Entropien der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zeichen in den verschiedenen Zusténden,
also

H(Q) mi M (p;)

-
n
—_

s

n

It

-
1]
—

mip;ild pyi.

i=1

Ist @ unabhingig, so ist die Entropie von @ einfach die Entropie der Wah-
scheinlichkeitsverteilung der Zeichen im einzigen moglichen Zustand.

Beispiel 4.14 Wir berechnen die Entropie unserer Beispielquelle.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Zustand 1 hat die Entropie 0.11d 0.1 +
0.51d 0.5 + 2 - 0.21d 0.2bit = 1.76bit. '

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Zustand 2 hat die Entropie 0.31d 0.3+

0.011d 0.01 + 0.51d 0.5 + 0.191d 0.19bit = 1.53bit.
Als Entropie unserer Quelle ergibt sich 0.25-1.76 +0.75 - 1.53bit = 1.59bit.

Definition 4.15 Ist A € T*, so ist die Wahrscheinlichkeit von A die Wahr-
scheinlichkeit von A unter allen Texten der Lange k, also flir A= ay - -ax

P(A) = Pe(A) = 3 TiDiaiPe(sioneaPl((o)ienles - PE(-(i.a1),02) 6nms)an

i=l
Ist f:E* — &~ eine Kodierungsfunktion (® = {0,1}), so ist die mitilere
Zeichenldnge von f fir Texte der Linge k definiert als
1 .
p ST P(A)IS(A) bit.
AEDK
(Die MaBeinheit bit deutet darauf hin, dafl |®| = 2).

Als Umnformulierung der Betrachtungen im zweiten Kapitel erhalten wir:

Korollar 4.16 Jst Q unabhdngig und f eine Zeichenkodierung, so ist die miti-
lere Zeichenlinge von f fiir Texte der Linge k (wobei k beliebig vorgegeben sei)
mindestens so grof wie die Entropie der Zeichenwahrscheinlichkeilsverteilung

von Q.
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Wir wollen uns von den Voraussetzungen der Unabhéngigkeit von @ und der
Zeichenkodierungseigenschaft von f frei machen. Das gelingt mit dem Quellko-
dierungssatz von Shannon. Wir brauchen dazu noch eine technische, aber plau-
sible Bedingung an die Kodierungsfunktion, die von der Prifix-Bedingung fiir
Codes abgeleitet ist:

Definition 4.17 Die Kodierungsfunktion f: T — & erfillt die Préfizhedingung,
wenn fiir zwei Originaltexte A und B gleicher Lange der kodierte Text F(A) nie
Préfix des kodierten Textes f(B) ist.

Satz 4.18 (Quellkodierungssatz) Sei f:L® — &* eine Kodierungsfunkiion
mit Prifizbedinging, und sei die ergodische Markovguelle Q in der stationdren
Zustandsverteilung 7. Dann ist fir jede natirliche Zahl k die mittlere Zet-
chenldnge von f fir Texte der Linge k mindestens so grof wie die Eniropie
Ho der Quelle Q.

Wir werden sehen, daf diese untere Schranke sogar eine untere Grenze ist.
Der Beweis des Quellkodierungssatzes verlduft iiber eine Folge von Hilfssétzen,
die aber alle fiir sich interessant sind.

Lemma 4.19 Sei £ die mittlere Zeichenlinge von f fir Tezte der Linge k, und
G dic Entropie der Wahkrscheinlichkeitsverteilung Py der Texte der Ldnge k.
Dann £ 2> Gy.

Beweis: Fasse TF als Alphabet und fi 1= f|E* als Code auf. Nach der Préfix-
bedingung der Kodierungsfunktion f ist fi ein Prifixcode, und nach Kapitel 2
gilt die Behauptung. |

Das nichste Lemma sagt, daf die Anzahl der Bits pro Zeichen, die ich fiir
einen Text mindestens brauche, mit steigender Textlange fast sicher gegen die
Entropie der Textquelle konvergiert.

Lemmsg 4.20 Fir jedes ¢ > 0 und jedes § > 0 gibi es eine natirliche Zahl ko
und fir jedes k > ko eine Teilmenge M C £ der Wahrscheinlichkeit mindestens

1—¢, so daff firelle A€ M gilt:

—1d P(A) —Hol<s
k

Beweis: (Skizze) Wir betrachten einen k-fachen Ablauf der Quelle. Die relative
Anzah! der Situationen, in denen die Quelle im Zustand j das Zeichen 1 aus-
gegeben hat, geht nach dem Ergodensatz fir wachsendes k asymptotisch gegen
ip;ji. Man errechnet aus dieser Konvergenzeigenschaft, daB ich ein ko finden
kann, so daf fiir alle k 2 ko die Wahrscheinlichkeit, daB diese Héaufigkeit um
mehr als § von 7;p; abweicht, kleiner als ¢ ist. Damit ist (fiir k > ko) die Wahr-
scheinlichkeit jedes Ablaufes (bis auf eine Menge der Wahrscheinlichkeit < ¢)

konstant gleich

P= pf,-’l.'””"*”".

i
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Dieses P ist auch die Wahrscheinlichkeit eines Textes der Linge £ (ndmlich
E?:l 7; P). Wir schlieien

| Id
£ = Y (i £ O)1dpys.

jl‘.

Lemma 4.21 Es gilt
-~ Y POOEPX) = pdp > - 3" P(xiNd P(X1),
Xenk=1 i=] XigTH

elso die Entropien der Texte der Lénge k und die der Zeichen zusammien sind
mindestens so groff wie dic Entropic der Tezte der Linge k.

Beweis: Logarithmenrechnung. |

Lemama 4.22 Die Folge der G, wobes

1
Ge=~¢ 3™ P(A)d P(4),
AETH

ist monoton fallend und konvergiert gegen die Entropie von Q.

Beweis: Nach Lemma 4.20 ist der Grenzwert, falls er existiert, gleich der Ent-

ropie.
Definiere px (i) als die bedingte Wahrscheinlichkeit, da8 das Zeichen i auf

den Text X folgt, also i(x." - Setze

Fr=~ Y P(Xidpx(i).
' XEE =1 igE
Nun Fy_y > F nach 4.21,
Fro =kGy — (k= DGy,

also Gy = }‘-Zf,ﬂ Fy. Die Folge der Mittelwerte einer monoton fallenden Folge
ist selbst monoton fallend; die Konvergenz folgt aus der Beschrinktheit, [ ]

Der Quellkodierungssatz folgt nun durch Zusammensetzen dieser Lemmata,
Wir wollen die Ergebnisse dieses Kapitels im Hinblick auf die Praxis zusam-

menfassen:

Korollar 4.23 Sci f eine Kodierungsfunkiion, die die Tezte der Quelle @ im
Sinne dieser Schranken optimal komprimiert, d. h. in der die genannien ynieren

Schranken erreicht werden.

o Ist X ein Text der Linge k, so hat f(X) ungefihr die Linge k-1d P(X).
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o Texte der Linge k werden im Durchschnill mit Gy bit pro Zeichen dar-
© gestelll, wobei Gy die in 4.19 definierte Grife ist. Der Durchschnitt ist
hierbei fir Tezte der Quelle Q zu bilden.

e Fir wachsendes k strebt die Anzahl der Bits pro Zeichen gegen die Eni-
ropie der Quelle.

e Dic Entropie ist die durchschnitiliche Ldnge der komprimierien Texte ous
Q. :

Wir werden im néchsten Kapitel mit der sogenannten arithmetischen Ko-
dierung ein Kodierungsverfahren angeben, das in Verbindung mit einem Modell
fiir die durch dieses Modell modellierte Quelle die angegebene Optimalitéts-
eigenschaft hat. Ein nur theoretisch interessantes (of-line) Verfahren mit den
gleichen Eigenschaften ist es, zuerst die Lange k des Textes festzustellen, dann
die Texte der Lange k als Alphabet aufzufassen und fiir dieses ,Alphabet” eine
Fano-Shannon-Code ¢ zu bestimmen; der Text X wird dann einfach durch das
Codewort c(X) kodiert; die Lange ist dann 1d P{X).

Beispiel 4.24 Wir stellen fest, daB die Texte unserer Beispielquelle nicht besser
als mit 1.6 bit pro Zeichen dargestelit werden kénnen. vorausgesetzt, wir haben
ein Verfahren, das fiir samtliche Texte der Quelle optimale Ergebnisse liefert.
Das ist im Vergleich mit den 2 bit pro Zeichen, die man bei einem Alphabet
von 4 Zeichen ohne weitere Kompression erreichen konnte, kein besonders gutes

Ergebnis,

Normalerweise kennt man die Quelle nicht, die die Texte erzeugt, welche man
komprimieren will; man versucht also, diese Quelle zu erraten, das heift, sich
ein Modell dieser Quelle zu bilden. Die durchschnittliche Kompressionsleistung
eines Verfahrens kann nicht besser sein als die Entropie der Quelle, die die Texte
iatsichlich erzeugt; dariiberhinaus sinkt sie um so mehr, je weniger das Modell
mit der realen Quelle statistisch {ibereinstimmt. Fiir unsere Beispielquelle gibt
es also nicht die Méglichkeit, durch ein irgendwie geschickt gewdhltes Modell die
Kompression unter die genannten vier finftel zu bringen. Zum Gliick sind die
Entropien der patiirlichen Textquellen wesentlich geringer; Shannon hat zum
Beispiel Versuche angestellt, in denen er Personen aus gegebenen Textanfangen
die folgenden Zeichen raten lieB und daraus die Entropie der englischen Sprache
it 0.6-1.3 bit geschatzt.

Wir werden im iiberndchsten Kapitel mehr iber die Modellierung von Text-

quellen sehen.
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Kapitel 5

Arithmetische Kodierung

Der Optimalitétssatz fiir den Huffman-Code sagt aus, dal man Huffman-Codes
nicht durch eine bessere Zeichenkodierung ersetzen kann. Das arithmetische Ko-
dierungsverfahren komprimiert nun besser als der Huffman-Code, ist folglich
keine Zeichenkodierung.

Angenommen, wir wollen den Text 4 = ay---ag € " komprimieren. Auf-
grund unseres Modelles haben wir Wahrscheinlichkeitsverteilungen px, X € T,
PX=(PXI:---:PXHJ- .

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die in dieser Vorlesung vorkomimen sind
in der Terminologie der Stochastik Dichiefunktionen; die zur Wahrscheinlich-
keitsverteilung p = (P1s-...pn) gehorige Verteilungsfunktion ist das n-tupel
v = (vg,...,vn) Mit v; = 3 i =1 P Insbesondere gelten v, = 1 und vy = 0
dann haben wir vi=vi_; = p; fiir alle { = 1,...,n. 50 haben wir fiir unseren Fall
die Verteilungsfunktionen vx, X € E*. Wir wollen den Verweis auf den Text-
anfang X bei den Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Verteilungsfunktionen
weglassen. Mit p bzw. v bezeichnen wir also immer gerade die zur Zeit ,gliltige"
Verteilung bzw. Verteilungsfunktion.

Nun ordnen wir dem Text A ein Intervall (6,1) reeller Zahlen zU, das zwischen
0 und 1 liegt; das machen wir rekursiv durch-

bI=Ua;-1; 1] = Vg,
bivs =05 +vo,m1(b = ag), by 4 va,,, (b ~ qj),
b=, =1

In Worten: die erste Verteilungsfunktion definjert ejine Einteilung des Einheits-
intervalles in n Teilintervalle; wir wihlen uns das aj-te Teilintervall; in dieses
hinein projizieren wir die Einteilung in Teilintervalle, die die zweijte Verteilungs-
funktion liefert und wihlen uns darin das az-te Teilintervall, und so weiter; wir
erhalten eipe Folge von Intervallen, von denen jedes das néchste enthilt und

nehmen das letzte als das gesuchte Intervall.

Beispiel 5.1
L ={anc},
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A = ach,
p ist konstant {pa = 0.5,pp = 0.3, pc = 0.2}
Uo=0, Ua=0-5, Ub=0-3, Ve =1
Es ergibt sich als Folge der Intervalle:
a~s[0,0.5) ac~~[0.4,0.5) acb~-[0.45,0.48}.

ml

Aus der Kenntnis des Intervalles bzw. seiner beiden Endpunkte }aBt sich
- der Originaltext rekonstruieren. Ist die Lange des Textes bekannt, so reicht zur
Identifikation des Originaltextes schon die Angabe einer einzigen Zahl aus die-
sem Intervall, Die Idee des Kodierungsverfahrens ist es nun, eine solche Zahl
zu suchen, die.in Binardarstellung méglichst wenige Stellen hinter dem Komma
hat und diese Binardarstellung als kodierten Text zu iibertragen. Die Lange des
Textes kénnte man z.B. am Anfang als Elias-Code voranschicken; im Hinblick
auf On-line-Anwendungen ist es aber praktischer, das Alphabet T um ein wei-
teres Zeichen zu erweitern, das , Textende“ bedeutet. Dieses wird am Textende
{ibertragen, und der Expander weif bei Erkennen dieses Zeichens, dafl er fer-
tig ist. Man muB dazu natiirlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung entsprechend
anpassen, indem man dem Textende-Symbol z.B. bei einer konstanten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung den Kehrwert der erwarteten Textlinge zuordnet.

Beispiel 5.2 Wir modifizieren das Beispiel von eben entsprechend, wobel wir
von einer durchschnittlichen Textlange von § ausgehen:
T = {a,b, ¢, (EOF}}
A = acb{EOF},
p1=p2 =ps=p={pa=04,pp=024pc =016 pgor = 0.2}
vo=0,va=04, v, =064, vc= 0.8 V(EOF) = 1
Es ergibt sich als Folge der Intervalle:
a ~ [0,04)
ac ~ [0.256,0.32)
~ [0.2816,0.29696)
~ [0.293888,0.20696).

ach
acb(EDF)
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Der untere Wert beginnt binﬁr 0.01001011. .., der obere ¢.01001100...; die
Bindrzahl 0.010011 liegt also in unseremn Intervall, daher kann 010011 als kom-
primierter Text abgeschickt werden.

Bevor wir uns um die praktische Umsetzung dieser Idee kiimmern wollen,
erst die Rechtfertigung, daf sich diese Arbeit lohnt:

Satz 5.3 Ein Tezt A der Linge k wird arithmetisch mit mazimal [1d (P(A))]
bit dargestellt, wobei P(A) die im letrien Kapitel beschricbene Wahrscheinlich-
keit des Textes unter den Tezien der Ldnge k ist. Der Erwartungswert fir die
mittlere Zeichenlinge bei Texien der Linge k ist bei arithmetischer Kodierung
bis auf Rundungsfehler die im Lemma 4.19 angegebene Schranke Gy, die sich
aus der modellierien Teztquelle ergibt. Fiir grofle k konvergiert dieser Erwar-
tungswert gegen die Entropie der modellierten Teztquelle - vorausgeseizl, die
Quelle ist eine ergodische Markovguelle mit stationdrer Zustandsverteilung, und
das Modell reprdsentiert die Quelle ezakl,

Beweis: Die GréBe des Intervalles nach Verarbeitung des Textes A der Linge
k ist gerade die Wahrscheinlichkeit P = P(A) dieses Textes. Nun enthalt ein
Intervall der Lénge P(A) eine Dualzahl mit nur [Id P{A)] Stellen hinter dem
Komma, woraus die Ungleichung

6<i T PP
Xegr*

folgt (£ die gesuchte mittlere Zeichenlénge.)
Nach dem Lemma 4.19 gilt andererseits

1 .
G2 };P(A )ld P(X),

was die erste Behauptung ergibt. Die zweite folgt dann aus dem nachfolgenden
Lemma des vorigen Kapitels. ' |

Beachte, daf die arithmetische Kompression nicht optimal ist: optimal wire
die Huffman-Kodierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Texte der Lénge
k. Diese 148t sich jedoch nicht auf sinnvolle Weise praktisch bestimmen, wahrend
wir einen schnellen Algorithmus fiir die arithmetische Kodierung angeben kén-
nen.

Kodierung und Dekodierung sind Varianten einer Operation aus einer auf
den ersten Blick ganz anderen Problemstellung. Nehmen wir an, es gilt n = 10,
und die Wahrscheinlichkeiten p; sind immer konstant 1—’5. Wir nennen die Ele-
mente von £ = {0,...,9} jetzt einmal ,Ziffern®. Dann ist die arithmetische
Kodierung nichts anderes als die Umrechnung des Originaltextes, den wir als
Dezimalzah] zwischen 0 und 1 auflassen, in das Bindrsystem, und die Dekodie-
rung die Umrechnung vom Bindrsystem in das Dezimalsystem.

Dies gilt entsprechend natiirlich auch fir andere n als 10: liegt Gleichvertei-
lung vor, so ist die Kodierung die Umrechnung vomn n-adischen System in das
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binire, die Dekodierung umgekehrt. Jetzt kann man Zahlsysteme zur Darstel-
jung von Zahlen zwischen 0 und 1 noch verallgemeinern: statt das Einheitsinter-
vall in gleiche Teile aufzuteilen, kann ich es in verschieden groBe Teile aufteilen
und diese Einteilung entsprechend immer verfeinern; dabei kann man fiir jeden
Verfeinerungsschritt eine neue Einteilung wahlen; es ergibt sich eine eindeu-
tige Ziflerndarstellung der Zahlen. Arithmetische Kodierung und Dekodierung
sind also Spezialfille der Umrechnung vom ,v-adischen® Zahlsystems in das
Lt -adische®:

[b,1) :=[0,1)
[¥,¢]:=[0,1)
loop

repeat

read(d) (ndchste v-adische Ziffer)
[8,2) := b+ (t = B)vi-y, vi)
until 3i': [b,1) € {vj -y, vi)
write(i') (ndchste v'-adische Ziffer)
1) o= b (= )ty )
nach Belieben die vier Zahlen b/, b t, ¢ gemeinsam im Infervall
[0,1) verschieben
die vier Zahlen mil einem konstanten Faktor
multiplizieren, aber so, dafl sic im Einheitsintervall bleiben
end loop

Die letzten vier Zeilen beschreiben den Vorgang des Hochskalierens, der dazu
dienen soll, die Zahlen fiir die Festkommaarithmetik in einer verniinfiigen Gro-
Benordnung zu halten.

In unserem Fall wird also zur Kodierung vom v-adischen System in das
dvadische umgerechnet, bei der Dekodierung vom dyadischen in das v-adische.
Es ist plausibel, daf in der praktischen Umsetzung in dieser Konstellation die
beiden Aktionen sich deutlich unterscheiden werden: der Rechner unterstiitzt
eben die dyadische Arithmetik und nicht die v-adische.

Die Werte p;i sind in der Praxis natiirlich keine reellen Zahlen, sondern
rationale Zahlen, die nur endlich viele Binirstellen hinter dem Komma haben -
wir missen sie ja immerhin im Computer reprasentieren. Weiterhin wird man
versuchen, nicht eine aufwendige und langsame beliebig genaue Arithmetik fir
sie zu benutzen, sondern die Arithmetik ganzer Zahlen. Man reprisentiert die
p; also als natiirliche Zahlen, und an die Stelle der 1 tritt eine entsprechend
groBe Zahl E. In Wirklichkeit ist es so: an die Stelle der 1 treten zwei natirliche
Zahlen E und V,, wobei E die Rolle dyadischen 1, V,, die Rolle der v-adischen 1
ibernimmt. Da wir jetzt diskret rechnen, arbeiten wir mit abgeschlossenen statl
halboffenen Intervallen. In Wirklichkeit reprasentiert also E+1 die dyadische 1,
wihrend E die héchste darstellbare 7ah! bezeichnet; die V-adische 1 entspricht
der Zahl Vi + 1. Im einzelnen sind also gegeben:

o Eine natiirliche Zahl £, die mit halb so vielen Bits dargestellt werden kann.
wie unsere Rechengenauigkeit zuldbt. Diese Bedingung ermoglicht exakle
Durchfithrung von Multiplikationen. (Rechnen wir mit 32-Bit-Arithmetik,
so wire E z.B. 219~ 1).
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* Eine sich aus dem Modell mit Jedem gelesenen/geschriebenen Zejchen des
Originaltextes neu herleitende Liste natiirlicher Zahlen Vi (i € T U {0)).
Wir verlangen V5 =0, Vi~ Vi_; > 1 (1,0), Vo < £. Die Begriindung der
zundchst ganz unplausiblen letzten Bedingung folgt noch.

Kodierung Wir bezeichnen das Intervall, das sich aus dem Originaltext er-
gibt, mit [B,T]. Wir haben zunichst also 5 = 0, T = V, und wiahlen das
Intervall [Vi,_;,V;,] aus, so daB jetzt B = Viie1, T =V, wird, Im nich-
sten Schritt ergibt sich denn (mit neuer Verteilungsfunktion V) das Interva)l
[B+pi, -Vi,~1, B+p;, ‘Vi,], was nicht von ganzen Zahlen begrenzt sein wird. Wir
versuchen also, durch Hochskalieren Ganzzahligkeit zu erreichen; die Zahlen V/
missen aber mitskaliert werden, und daB ist nicht beliebig Jang ohne Erhéhung
der Stellenzah! m&glich. Wir miissen also runden, Zunichst der (vorldufige) Al-
gorithmus: '

B:=0
T=F
loop
read (1)
R=T-B+] (Ldnge des Intervalles [B, T))
B:=54 i“;“;‘-J
T:=B+ EV"—:‘J ~1
loop
ifT < [£]
write(0)
else if B > [£
write(1)
B.=5~
T:=T-
else
exit
end if
B:=2B
T:=2T+1
end loop
end loop

J—)

|

T4+1

—
“'t"talh

Wir haben also bei der Berechnung der neven Intervallgrenzen von [B, T die Di-
visionsreste weggelassen; das bedeutet, daB wir nicht die eigentlich vorgesehene
Verteilungsfunktion V benutzen, sondern die ngerundete” Version. Das fiihrt zu
korrekten Ergebnissen, vorausgesetzt, der Expander fihrt die gleichen Rundun-
gen durch wie der Kompressor; aus dem Rundungsfehler ergibt sich lediglich
eine geringere Kompressionsleistung. Zum Gliick pflanzt sich der Rundungs-
fehler nicht fort, da die nichste Verteilungsfunktion nicht von der bisherigen
+ Verteilungsfunktion selbst, sondern nur vom bisher gelesenen Text abhéngt.
Allerdings miissen wir darauf achten, daB die Intervallgréfien alle mindestens
1 betragen, da wir ein Zeichen mit einem Intervall der Lénge 0 nicht kodieren
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kénnen. Ein Teil dieser Aufgabe wird im angegebenen Algorithmus durch Hoch-
skalieren mit dem Faktor zwei erledigt; es kann aber passieren, daB das Intervall
[B,T] weder in der unteren Hélfte noch in der oberen Hilfte liegt, und daf die-
ser Zustand mehrere Male hintereinander auftritt. Wir missen den Algorithmus
noch modifizieren.

Wegen der Bedingung Vs, < %, liegt jedes Zeichenintervall [Vi—1, Vi) immer
in einem der Intervalle [0, [£]], {[£],E] oder [[£], [2£]] der Léange [£].
Die ersten beiden Falle stehen bereits im vorlaufigen Algorithmus: sind wir in
der unteren Hilfte, so geben wir eine 0 aus und multiplizieren mit 2; sind wir
in der oberen Hilfte, so geben wir 1 aus, ziehen -Ef ab und multiplizieren mit
9 Tn der ,mittleren Halfte“ machen wir uns eine Beobachtung zunutze: Die
Dualdarstellungen von Zahlen in diesem Intervall fangen jedenfalls mit 01 oder
10 an, je nachdem, ob die Zahl kleiner oder grofer als % ist. Noch mehr:

o Liegt eine Zahl z im Intervall vom Radius 2-*¥ um den Mittelpunkt es
Einheitsintervalles -’,_;, so beginnt die Darstellung von Zahlen daraus mit
einer 0, gefolgt von k Ziffern 1 oder umgekehrt mit einer 1, gefolgt von &

Ziffern 0.

Sind wir also in der mittleren Hélfte, skalieren wir um einen Faktor 2 hoch,
geben aber kein Bit aus; stattdessen merken wir uns, wie oft hintereinander wir
in der mittleren Halfte waren. Sind wir dann nach k& Schritten nicht mehr in der
Mitte, so wissen wir, ob wir grofer oder kleiner als -E:,- sind und kénnen dann die
1, gefolgt von k Nullen oder die 0, gefolgt von k Ewnsen ausgeben. Der extrem
sellene Fall, daB k die héchste darstellbare ganze Zahl iibersteigt, braucht uns
nicht weiter zu beschaftigen. Der entstehende Algorithmus ist jedenfalls:

k:=0
B:=0
T:=FE
loop
read(?)
R=T-B+B:=B+ {ﬁ‘(y—-j

T:=B+[%‘§~J—1

loop
T < [£]
write(0,1,...,1
1
k:=0

else if B > r%1
write(1,0,...,0)
v e’

k
k=0

else if B > [£] and T < [EF]
Ek=k+1 E']
B:=B-|%
A

else
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exit
end if
B.=28
T:=2T+1
end loop
end loop

Nach jedem gelesenen Zeichen wird also das Intervall so lange hochskaliert, bis
es langer als £ %, also auch ldnger sls V, ist; das garantiert, daB die Division
durch V;,, die dann nach dem Lesen des néchsten Zeichens durchgefiihrt wird,
nur Intervalle der Mindestlange 1 hinterlaBt.

Nachdem der Originaltext fertig ist, und wir auch noch das EOF-Zeichen
Ubertragen haben, miissen wir zum Ende kommen. Wir wissen, daB wenigstens
das zweite oder da.s dritte Viertel unseres ,Einheitsintervalles® [0, E] nach dem
Hochskaheren im Intervall {B, T] enthalten sind. Wir schicken also im Fall T >
-4-- noch 19, im Fall B < E die Bitfolge 01 ab, gefolgt von unendlich vielen

(gedachten) Nullen.

Dekodierung Jetzt lesen wir 2-adische Zahlen und wollen sie in v-adische um-
rechnen. Die GroBen E, V,, etc. definieren wir wie bei der Kodierung. Das sich
aus der Bitfolge ergebene ,2-adische Intervall“, das fortlaufend halbiert wird,
halten wir von vorneherein auf einer Grofe von % Wir kénnen die Intervall-
grenzen so gar nicht mit ganzen Zahlen angeben, miissen das aber auch nicht:
das Intervall wird immer von der Art [W, W + 1) mit W € N sein und ist dann
durch Angabe der Zahl W allein eindeutig beschrieben. Auch die Uberpriifung,
ob dieses Intervall in einem anderen (jetzt ganzzahlxgen) Intervall enthalten ist,
reduziert sich zu der Uberpriifung, ob die Zahl W in diesemn anderen Intervall

enthalten ist.
Der Dekodierungsalgorithmus ist:

W aus den ersten Bits aufbauen
B.=0
T:=0
loop
R=T-8+1

suche 1, so daff B + [E{;ﬂ-_lJ <W< B+ [RTE}J

write(7)
T.=B+ !l’ﬂj-—l '
RV_1J

B=B+
loop
ifT < [£]
nichts

else if B > [£]
von W, T, B_Jeweds f subirahieren
“4'

elsexf.8> £ andT( TF

von W, T Bjewenls subtrahieren
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else
exit loop

end if
end loop
B:=2B
T:=2T+1
W = 2W + ndchstesBit

end loop

Die Analyse dieses Algorithmus aufl Korrektheit {iberlasse ich zur Ubung.

Die arithmetische Kedierung ist nicht on-line, da wir uns beliebig lang in der
mittieren Halfte des Intervalles befinden knnen, und keine Bits ausgegeben wer-
den. Dennoch ist sie so gut wie on-line: wir kénnen keine Konstante k angeben,
ninter der die Dekodierung maximal hinterherhinkt, aber wir haben eine stati-
stische Aussage, die das Erscheinen des ndchsten Bits immer wahrscheinlicher
macht.

Die Verwaltung der Verteilungsfunktion ist etwas aufwendiger als die der
Haufigkeiten selbst. Zundchst bielel es sich an, sie riickwirts zu speichern, also
in éinem array, bei dem V, den Index 0, und V, den Index n hat; dies deshalb,
weil auf V, in jedem Schritt mehrmals zugegriffen wird und der Zugrniff auf die
(-te Feldkomponente schneller ist als auf die n-te. Wir belassen die Indizierung
jetzt einmal so, wie wir sie gewdhnt sind.

Im Fall der adaptiven Modellierung wird jede Haufigkeit mit 1 initialisiert,
also Vi mit 1. Wird das Zeichen i gelesen, so missen alle V; fir j = 1,...,7
umn eins erhdht werden. (Bei Erreichen des Hochstwertes das Halbieren aller V;
nicht vergessen') Man kann den Zeitaufwand hierfiir noch verringern, indem man
dafiir sorgt, daB die Zeichen immer in der Reihenfolge aufsteigender Haufigkeit
angeordnet sind. Ist das Zeichen 1 namlich besonders haufig, dann steht es weit
oben in der Liste, und nur wenige Zeichen sind noch haufiger, so daB deren
V-Wert erhdht werden muB.

Wir schlieBen mit Testberichten; die Tests wurden von J. Cleary, R. Neal
und 1. Witten durchgefithrt. Zum Test standen adaptive Huffman-Kodierung
(in Form des UNIX-compact-Kommandos), eine »leicht optimierte C-Version“
und eine optimierte Assemblerversion der arithmetischen Kodierung in Verbin-
dung mit einemn unabhéngigen adaptiven Modell mit den 256 Bytes als Alpha-
bet. Die Optimierungstricks in der C-Version bestanden im wesentlichen in der
bereits erwahnten Riickwarisverwaltung der Verteilungsfunktion; ferner wurden
die Bit-10-Routinen als Makros statt als Prozeduren geschrieben, Registervaria-
blen benutzt, Multiplikationen mit 2 durch Additionen und array-Indizierung
durch Pointerarithmetik ersetzt. Die Maschine, auf der der Test lief, war eine
VAX-11/780.

Als Testdateien wurden Datejen von je 100000 byte verwendet, und zwar eine
Datei mit englischem Text, ein C-Quellprogramm, ein VAX-Objektprogramim,
eine Datei der Form ,abcdefg. . . xyzabede. .. %, und eine Datei der Form

anaaabaaaacaaaabaaaacaaaabaaaac...

Ergebnisse:
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Huflman Arith. C Arith. Ass.
Datei Kpr Kpr Exp Kpr Kpr Exp | Kpr. Exp
byte  uS  uS | byte uS uS uS  uS
Text | 57781 550 414 | 57718 214 262 | 104 135
C 63731 596 441 [ 62091 230 288 | 109 111
EXE | 76050 822 606 | 73546 313 406 | 158 241
abcde | 60127 598 411 | 59292 223 277 ( 105 145
aaab 16257 215 132 | 12092 143 170 63 81

Die Tatsache, dal der theoretische Aufwand der arithmetischen Kodierung
wegen der ungiinstigen adaptiven Modellverwaltung mit den Verteilungsfunk-
tionen im schlechtesten Fall O(n?) betriigt, ist fiir die Praxis nicht so wichtig,
da die angegebene selbstoptimierende Struktur viel bessere Durchschnittsergeb-
nisse liefert. Zum Speicherplatz ist zu sagen, daB die Verwaltung des Modells bej
der arithmetischen Kodierung &hnlichen zusiatzlichen Bedarf anzeigt wie bei der
adaptiven Huffman-Kodierung. Es gibt aber keinen Huffman-Baum und {olglich
auch keinen Platzbedarl zu seiner Speicherung,

Noch zwei Punkte, in denen der Huffman-Ansatz vollig versagt: ist ein Zei-
chen haufiger als 50%, so sinkt der Zweierlogarithmus seiner Wahrscheinlichkeit
unter ein Bit; dieses Zeichen kann aber vom Huffman-Code nur mit mindestens
einem Bit kodiert werden, was zu um so gréBeren Verlusten fiihrt, je h&ufiger
dieses Zeichen ist. Hat das Alphabet T Uberhaupt nur zwei Zeichen (z. B. in
einer Schwarz-WeiB-Graphik), so erreicht der Huffman-Code einen Kempressi-
onsfaktor von exakt 1, er komprimiert also tiberhaupt nicht! Man behilft sich
mit einer Variante des Run-Length-Verfahrens mit Huffman-Nachkodierung; die
arithmetische Kodierung lést das Problem miihelos und kann mit komplizierte-
ren Modellen diesen Run-Length-Tuffiman-Ansatz leicht schlagen.
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Kapitel 6

Statistische Modelle

Die Modelle, die von den in dieser Vorlesung behandelten erwahnten Kodierun-
gen bendtigt werden, sind statistische Modelle, also solche, die fiir jedes Zeichen
in Abhéngigkeit vom bisherigen Text eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (bzw.
eine Verteilungsfunktion) liefern. Die Standardversion eines statistischen Model-
Jes emuliert eine Markovquelle. Die Zusténde, die Pfeile und die Beschriftung
der Pfeile mit Zeichen nennen wir die Modellsiruktur, die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der Zeichen, die jedem Zustand zugeordnet sind, die Modeliparame-
ter. Die Modellparameter organisiert man am besten adaptiv. Die Begriindung
dafiir liegt darin, daf statische Modelle, wenn sie gut sein sollen, nur fir sebr
spezialisierte Texte geeignel sind; dann allerdings erreichen sie Kompressionen,
die anders nicht zu erreichen sind. Der Grad der Spezialisierung kénnie etwa
bedeuten, daf ein statischer Kompressor mit einem Modell, das auf CD-ROM
vorliegt, weil es auf ein kleineres Speichermedium nicht paBt, nur englische, in
TeX geschriebene Texte aus dem Themenbereich der Datenkompression signi-
fikant komprimiert, diese aber mit weit unter einem Bit pro Zeichen. Variable
Modelle kénnen naturgemi8 nur klein sein und sind deshalb adaptiven Modellen
meistens unterlegen. Die Haufigkeitswerte bei adaptiver Parameterverwaltung
pflegen sich recht schnell gut an die Realitit anzupassen, etwa nach halb so
vielen Besuchen des Zustandes wie Zeichen im Alphabet sind.

Das zentrale Problem bei der adaptiven Verwaltung der statistischen Modell-
parameter ist das Héufigkeit-Null- Problem: wie verhilt sich das Modell, wenn
ihm in einem Zustand ein Zeichen zum ersien Mal begegnet? Mit einem Haufig-
keitswert von Null kénnen die Kodierer nichts anfangen; die Theorie wiirde ver-
langen, dieses Zeichen mit —=1d 0 = oo bit zu kodieren. Der einfachste Ansatz,
(wir haben ihn auch schon in den Beispielen benutzt), besteht darin, alle Haufig-
keiten mit Eins zu initialisieren. Man versucht, nach Moglichkeit im jeweiligen
Spezialfall hierzu eine Alternative zu finden, denn die mit Eins initialisierten
Verteilungen passen sich viel langsamer an.

Fin allgemeiner Ansatz bei adaptiven Modellen ist es, mehrere verschiedene
Modelle gegeneinander antreten zu Jassen, typischerweise ein einfaches, schnell
anpassendes und kompliziertere, Jangsamer anpassende, und jeweils das Modell
2u benutzen, das fir das néchste zu lesende Zeichen die beste Kompression (=
kleinste Entropie der Verteilung) voraussagl. Auch hier gibt es in speziellen
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Situationen bessere Lésungen.

Wir kommen nun zu der Frage, die eigentlich am nichsten liegt: was fiir
eine Modellstruktur benutze ich denn nun? Der offensichtlichste Antwortvor-
schlag heiBt , Kontextmodelle* und wird spéter ausfiihrlich behandelt. Zuerst
betrachten wir andere Ansitze zu Markovmodellen und Verallgemeinerungen.

Syntaxmodelle

Die Struktur einer Markovquelle &hnelt sehr derjenigen eines endlichen Auto-
maten. Ein endlicher Automat kann beschrieben werden als eine Markovquelle,
bei der die Wahrscheinlichkeitswerte p;; auch den Wert Null haben diirfen (die
genauen Werte der von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeiten werden igno-
riert), und wo dariiberhinaus noch ein Zustand als Anfangszustand sowie ein
anderer als Endzustand ausgezeichnet sind. Ein Text heiBt syniaktisch korreki,
wenn er bei Start im Anfangszustand eine nichtverschwindende Wahrscheinlich-
keit hat und auBerdem im Endzustand endet.

Man benutzt endliche Automaten, um einfache Grammatiken zu beschrei-
ben; zum Beispiel beschreibt das Beispiel aus dem Kapitel tiber Textquellen,
wenn man die Wahrscheinlichkeit ,1%* in ,,0%“ &ndert sowie den Zustand 1
zum Apfangszustand und zum Endzustand macht, eine Grammatik, die besagt,
dall Grofbuchstaben (des angegebenen Alphabetes) nur am Wortanfang stehen
diirfen.

Das liefert auch schon einen Ansatz zum Finden einer Modellstrukiur: er-
wartet man, daB die Texte, die man komprimieren will, einer Syntax geniigen,
die durch einen endlichen Automaten beschrieben werden kann, dann geht man
s0 vor: man ignoriert den Endzustand; dann iibernimmt man die Modellstruktur
von dem Automaten. Da dort die mit Null gewichteten Pfeile im Normalfall gar
nicht angegeben werden, muB man sich fiir diese (die »Iyntaxfehler“) sinnvolle
Zielpunkte aussuchen. Alle Hiufigkeitsverteilungen werden mit Eins vorbesetzt;
am Anfang setzt man das Markovmodell in den Anfangszustand des Automaten
~und fingt an zu komprimieren. So kénnte man etwa das obengenannte Beispiel

durch Vergréferung des Alphabetes zu einem Modell zur Kompression sprachli-
cher Texte machen; die Modelistruktur diirfte bei deutschen Texten gegeniber
dem unabhéngigen Model] verbesserte Kompression liefern, bei englischen wird
die Kompression schon niher am unabhéngigen Modell liegen, und bei Modula-
II-Programmen mit Grofbuchstaben mitten im Wort keine Verbesserung ge-
geniiber dem unabhéngigen Modell gegeben sein.

Ernstzunehmende Grammatiken (z. B. bei Programmiersprachen) beschreibt
man nicht durch endliche Automaten sondern durch sogenannte Produktionsre-
geln; damit werden z. B. auch Klammerstrukturen beliebiger Tiefe ermoglicht.
Entsprechend ist die weiterentwickelte Syntaxkompression nicht mit Markovmo-
dellen méoglich. Ich will nicht auf die Einzelheiten eingehen; wer sich mit Corn-
pilerbau ein wenig auskennt, sieht leicht ein, wie man einen Compiler fiir eine
Programmiersprache in einen Kompressor fiir Quellprogramme dieser Program-
miersprache verwandelt: der Parser und auch der Lexical Analyser ordnen den
erkannten syntaktischen bzw. lexikalischen Strukturen adaptiv Haufigkeiten zu,
und der Code Generalor wird erselzt durch einen arithmetischen Kodierer. Das
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Problem, was man mit einem Text macht, der nicht der Syntax entspricht, ist
ebenfalls aus dem Compilerbau bekannt. Dort werden Fehlermeldungen ausge-
geben, und dann versucht der Compiler, irgendwo ,wieder aufzusetzen.“ Genau
das (bis auf die Fehlermeldungen) wird der syntakiische Kompressor ebenfalls
machen. '

Der Haupt-Anwendungsbereich syntaktischer Kompression (durchaus auch
mit Markovmodellen) diirfte bei Datenbanken liegen, wo die verschiedenen Fel-
der jeweils eine bestimmte Syntax haben, deren Richtigkeit durch Eingabemas-
ken bereits garantiert ist. : :

DMC-Modelle

Wenn sich von der Struktur der zu komprimierenden Texte kein spezielles Mar-
kovmodell anbietet, sind die DMC-Modelle (,Dynamic Markov Coding®) ein
Ansatz: hier werden nicht nur die Modellparameter, sondern auch die Modell-
struktur adaptiv verwaltet. Die ldec ist folgende: wird ein Zustand besonders oft
iiber einen bestjimmten Pfeil erreicht, so bietet es sich an, das Konzept ,,Zustand
z wird {iber Pfeil y erreicht® in einen eigenen Zustand zu verwandeln. Man geht
also wie folgt vor:

e Apgenommen, der Zustand j wird vom Zustand j’ aus iber das Zeichen ¢
erreicht. Der Hiufigkeitswert a = P, sei groBer als ein vorher festgelegter
Schwellenwert S. AuBerdem sei die Gesamthiufigkeit b, mit der der Zu-
stand j iiber einen anderen Zugang erreicht wurde, grofer als ein zweiter
vorher festgelegter Schwellenwert T

e Kreiere einen neuen Zustand j”.

o Andere die Ubergangsfunktion: ({7, 1) soll jetzt. 7/ und nicht mehr j sein,
d. h. der Pfeil, dessen Haufigkeit den Schwellenwert § iiberschritten hat,
zeigt jetzt auf den neuen und nicht mehr auf den alten Zustand.

o Die Pfeile, die von j” ausgehen, werden von j kopiert, also (77,0 =¢(4,1)
fiir jedes 1.

o Die Haufigkeiten P;; werdem auf die Zusténde j und j” gemib der Anzahl
der Zugangswege aufgeteilt: fir jedes i wird Py =: J55Pu und Py =
-a—‘-’—ij; gesetzt, wobei noch aul ganzzahlige Werte gerundet wird, dabei
aﬁerdings Baufigkeiten Null durch 1 ersetzi werden.

Beispiel 6.1 T = {a,b}, § =2, T = 3, der Text ist abbabbabb. ., Wir beob-
achten die Entwicklung des dynamischen Markovmodelies:
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b: 0.6 bit a: 1 bit

a3

v2(_ QD :f ©) b2 (D) a1 @
bx@/x‘i bx®//{4

Oire O

bNgAs w\a//

a: 0.7 bit b: 0.3 bit

b: 0.3 bit

ad

(T aE @ (O el @
A@//s W@/,a

In Zukunft finden keine Zellteilungen mehr statt, und die Anzahl der Bit pro
Zeichen geht gegen Null, Die Struktur der Textquelle, der (entarteten) Markov-

quelle

a 100% 100%

b1
oo%\ / 00%

(Pfeile mit Wahrscheinlichkeit Null sind nicht eingezeichnet) ist erreicht; diese
hat Entropie 0 (wir kdnnen 0ld0 = limy—¢ zldz = 0 setzen), woraus sich die
immense Kompressibilitat des Textes erklart.

Zur Rechtfertigung der Vorgehensweise folgende Punkte:

o Die Zelltejlung an sich fordert eine zunehmende Differenzierung der Struk-

tur.
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e Die Einteilung eines Zustandes in einen mit genau einem Zugang und
einen, der die anderen Zugéinge hat, unterstiitzt eindeutig erreichbare -
Zustinde. Diese sind erstrebenswert, da bei einem auf mehreren Wegen er-
reichbaren Zustand zu erwarten ist, daB die Wahrscheinlichkeitsverteilung
eine Uberlagerung von mehreren profilierteren (und damit niederentropi-

schen) ist.

e Die beiden Schwellenwerte verhindern die Entstehung von selten erreichten
Zustanden, deren Haufigkeiten nur langsam adaptieren wiirden.

o Die Aufteilung der Haufigkeitswerte nach Zugangshaufigkeit der beiden
neuen Zustinde ergibt fir jeden der beiden Zusténde die am besten sta-
tistisch gerechtfertigle Haufigkeitsverteilung mit der zur Zeit gegebenen

Informaltion.

Aus Versuchen mit dem DMC-Verfahren hat man folgende praktischen Emp-
fehlungen geschlossen:

e Man verwendel am besten ein zweielementiges Alphabet T: sonst wird
der Zeitaufwand bei der Zellteilung zu hoch; auBerdem lassen sich bei der
arithmetischen Kodierung die Verteilungsfunktionen hier besonders ein-
fach verwalten. Dadurch wird man nicht auf die Kompression von schwarz-
weif-Graphiken eingeschrénki: der Text wird eben bitweise statt byteweise
gelesen. Bei '8-Bit-Bytes empfichlt sich eine Initialisierungsstruktur der
Form ' :

0:1

0.1 0 0 00 03 01 ~0:]
CO0CO 000

\ J

1:1
o Die beiden Schwellenwerte sind am besten niedrig (< 5). Das reflektiert
die Faustregel

Besser passende Modellstruktur bei ungenauer Statistik als um-
gekehrt.

Implementation von Markovmodellen

Fiir die Implementation eines Markovmodelles bieten sich sofort zwei Ansitze
an:

Zeigerversion: type
Zustandsverweis = 1Knoteninhalt

Zustand = array[Sigma] of record
P:integer
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¢: Zustandsverweis
end Zustand
end type
var
Markovquelle: Zustandsverweis
end var

Indexversion: type
Zustandsindex = 1 .. MaxZustdnde
Zustand = array[Sigma] of record
P: integer
{: Zustandsindex
end Zustand
end type
var
Markovquelle: array{Zustandsindex] of Zustand
m: Zustandsindex
end var

Die Indexversion ist im Vergleich mit der Zeigerversion platzsparender und
ahnlich schnell. Die Erzeugung eines neuen Zustendes geht einfach iiber die
Erhdhung der Zahl m, die die Anzahl der Zustéinde bezeichnet; der neue Zu-
stand ist dann Zustand{m]. Was in der Indexversion nicht gut 18sbar ist, ist das
Léschen von Zustinden; das aber ist weder in den statisch strukturierten noch
in den DMC-Modellen erforderlich.

Digitale Suchbaume

Die naive Implementation eines Kontextmodelles k-ter Ordnung kdnnte schon
bei k = 3 den Speicherplatz sprengen; die Erfahrung empfiehlt aber k in der
GréBenordnung von fiinf oder sechs. Wir wollen also nicht alle potentiellen
Kontexte der Ordnung 6 abspeichern, sondern nur die tatséchlich vorkommen-
den. Dazu betrachten wir zunéchst die Datenstruktur des digitalen Suchbaums.
(Die englische Bezeichnung ist , trie”, ein aus ,retrieval” und ,tree” abgeleitetes
Kunstwort, das urspriinglich genauso wie ,tree ausgesprochen werden solite).

Ein digitaler Suchbaum ist eine Struktur, die der des bindren Suchbaumes
aus dem zweiten Kapitel sehr dhnelt. Die binéren Suchbiume dienten zur dy-
namischen Verwaltung von Texten aus @* (in diesem Fall CodewGrtern), die
digitalen Suchbaume dienen zur dynamischen Verwaltung von Texten aus L~
(in unserem Fall Kontexten). Ein digitaler Suchbaum ist ein Baum, bei dem
jeder Knoten maximal n Nachfolger hat (n = |E}), die mit Zeichen aus T mar-
kiert sind. An jedem Knoten kénnen sich weitere Informationen, Verweise etc.
befinden. Ein Text aus £* ist in einem digitalen Suchbaum représentiert, wenn
man von der Wurzel aus wie beim Dekodieren im bin&ren Suchbaum Zeichen
fiir Zeichen sich im Baum nach unten arbeitet, und wenn der Knoten, bei dem
man endet, irgendwie als ,Endknoten” markiert ist (es muB sich nicht um ein

Blatt handeln).
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Beispiel 6.2 Ein digitaler Suchbaum, in dem die Wérter dada, dame, damm, da,
j"d’ann,-denn, den reprisentiert sind.

Fiir einen digitalen Suchbaum bieten sich zwei Implementationsmethoden
an: einmal kann man wie in unserem Beispiel beim bindren Suchbaum vorgehen
und die Nachfolger als array of Knoten reprasentieren; die nicht vorhandenen
Nachfolger werden dann mit nil besetzt; die andere Methode organisiert sie als
verkettete Liste wie in der Abbildung.

ezt

Die erste Methode erhdht die Zugrifisgeschwindigkeit, die zweite spart Speicher-
platz. Weitere Methoden werden wir noch im nichsten Kapitel betrachten.

Kontextmodelle

Nun einige Prinzipien zur effektiven adaptiven Verwaltung eines Kontextmodel-
Jes k-ter Ordnung:

s Verwalte nicht nur die Kontextquelle der Ordnung &, sondern auch alle
kleineren bis hinunter zur Ordnung 0.

o Fithre ,in Gedanken® einen zusitzlichen , Kontext der Ordnung —1° ein,
in dem alle Zeichen gleich wahrscheinlich sind.

o VergroBere das Alphabet T um ein spezielles Zeichen, das unsichtbare Zei-
chen, (Wir wollen es hier einmal mit ? bezeichnen.)

e Wenn nun das Zeichen i nach den k Vorgingerzeichen 1y, .. ., tg gelesen
wird, Gberpriife, ob dieses Zeichen im Kontext k-ter Ordnung 1y - - -4x be-
reits vorkommt. Ist dies der Fall, ibertrage dem arithmetischen Kodierer
die Werte Vi_; und V; und erhéhe die Zahlung des Zeichens ¢ um 1;

o kommt das Zeichen nicht vor (die Ausweichsituation), so fiihre das Zeichen
mit Haufigkeit 1 in den Kontext der k-ten Ordnung ein; libermittle dem
Kodjerer, daf er erst das unsichtbare Zeichen kodieren soll sowie die Werte
V> und Vs und suche das Zeichen 7 im Kontext ip - -1 der Ordnung k~1;
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» dies wird, wenn notwendig, bis hinunter zum Kontext der Ordnung Null
durchgefiihrt. Im Kontext der Ordnung —1 ist das Zeichen i nun sicher
vorhanden;

o am Anfang des Textes muf man leicht modifiziert vorgehen: beim Lesen
des j-ten Zeichens fiir j < k + 1 beginnt die Suche im Kontext 1y - - 451,
in dem das Zeichen aber auch noch nicht aufgetreten ist, so daf der Effekt
die Initialisierung der Kontexte 1y - - .45, iz - i; usw. ist.

Beachte, daB der Zahler fir das Zeichen i im Kontext #; .- .4, fir j > 1
nicht die Haufigkeit des Auftretens von i in diesem Kontext bezeichnet, sondern
die Haufigkeit, in der dieses Zeichen in diesern Kontext aufgetreten ist, aber in
keinem langeren.

Die Implementation kann iiber einen digitalen Suchbaum der Tiefe k erfol-
gen. Die Kontexte der Ordnung j sind dann jeweils die Mengen der Knoten der
Tiefe 7. Die Représentation der Funktion ¢ durch Zeiger ist an sich iiberfliissig,
da der Zustand (i1 - -ij,i) = 4p---i;i auch in j Schritten von der Wurzel
aus gefunden werden kann. Will man Zeit sparen, so ist eine Verzeigerung von
iy - +i; nach ip---i; sinnvoller, da dieser Zustand ohnehin im Falle der Aus-
weichsituation gebraucht wird, Der Zustand ((i; - --1;,1) = iz - -4;4 kann dann
in zwei Schritten erreicht werden.

(Eine Alternative bieten Hash-Tabellen, die wir noch betrachten werden.)

Beispiel 6.3 L seien alle Bytes, £ = 2, der Text sei

abaababaababaab. ..
a: 8 bit ’ b: 1+8 bit a: 2 bit
%?1 8l Tyl
3 bl
a: I-+1.3 bit ' b: 2 bit
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a: 0.6 bit

Von nun an wird die Struktur nicht mehr weiterwachsen. Die Kompression geht
nicht gegen Null Bit pro Zeichen, da der Kontext ,ba" in gleicher Wahrschein-
lichkeit mit a oder mit b fortgesetzt wird. In allen anderen Kontexten allerdings
werden die Zeichen mit gegen Null strebender Bitzah] dargestellt.

Vergleiche

Es konnte gezeigt werden, daf DMC-Modelle durch Kontextmodelle emuliert
werden kénnen, also nicht die volle Kapazitat der Markovmodellierung ausnut-
zen. Dennoch bieten diese einen interessanten alternativen Ansatz zur stocha-
stischen Modellierung.

Kontextmodelle haben nur ein kurzes Gedéchtnis. Deshalb konnen sie z. B.
nur geringen Vorteil daraus ziehen, da8 nach »(“ die Wahrscheinlichkeit fiir ,,)*
erhdht ist, solange das Zeichen ,,)* noch nicht erschienen ist. So etwas kann man
in allgemeineren Markovmodellen (statisch) kodieren, aber nur bis zu einer fest
vorgegebenen Klammerungstiefe. Fir beliebig tiefe Klammerung braucht man
ein Syntaxmodell.

Einige Testergebnisse von T. Bell, J. Cleary und I. Witten:

Zum Vergleich standen ein adaptives Kontextmodell der Maximalordnung
3, eine verbesserte Variante der hier beschriebenen Art, Kontexte zu verwal-
ten (PPMC, Moffat 1988); ein Kontextmodell, das Wérter als Elemente des
Alphabetes verwendet (WORD, Moffat 1987; ein ,, Wort“ ist dabei eine Folge
der Hochstlinge 20 aus entweder nur alphabetischen Zeichen oder nur nichtal-
phabetischen Zeichen), das DMC-Verfahren von Cormack und Horspool 1987
mit den Schwellenwerten § = 1 und T = 8, und zum Vergleich die adap-
tive Huffman-Kompression in Verbindung mit einem unabhingigen Modell (das
UNIX-Kommando COMPact). Als Texte wurden ein unformatierter belletri-
stischer englischer Text (buch), ein in TROFF geschriebener entlischer techni-
scher Text (tech), 32-Bit-FlieBkonumazahlen (zahl), ein VAX-EXE-File (exe),
ein SchwarzweiBbild (bild), ein C-Programm (c), ein LISP-Programm (lisp), ein
Pascal-Programm (pas). Die Texte lagen im Bereich von von 40 bis 800 Kilobyte
Linge; die Kompression in bit pro Zeichen:
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Text | COMP PPMC WORD DMC
buch | 4.66  2.48 770 251
tech 483 2.26 251  2.25
zahl 570  4.78 506 477
exe 606  3.76 4.50  4.56
bild 166  1.09 0.89  0.94
c 526 249 251 2.98
lisp 481 190 190 217
pas 402  1.84 1.92 222
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Kapitel 7

W(’jrterbuchmodelle

Die sogenannten Worterbuchmodelle wurden 1978 von Lempel und Ziv ein-
gefihrt. Zusammen mit den im nachfolgenden Kapitel zu behandelnden Fenster-
modellen (Lempel und Ziv 1977) werden sie oft unter der etwas irrefiihrenden
Bezeichnung ,das Lempel-Ziv-Verfahren* geflihrt,

Diese Modelle sind nicht statistisch in dem Sinne, daf keine expliziten Hiu-
figkeitszdhlungen stattfinden. Die Grundidee ist es, zwischen die Alphabete ©
und & noch ein weiteres, aus Zeichenketten in £~ (Strings) bestehendes ,, Alpha-
bet“ dazwischenzuschalten, das sogenannte Worterbuch. Dieser Ansatz taucht
auch in dem am Ende des Jetzten Kapitels am Rand erwihnten Modellierungs-
verfahren ,, WORD* auf; dort wurden die Strings nach ,semantischen“ Gesichts-
punkten ausgewahlt (Worter /Nichtwdrter) und dann bezliglich dieser Strings
ein Kontextmodell gebildet. Jetzt werden die Strings so ausgewihlt, daB sie alle
méglichst die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, also ein zur bisherigen Vorge-
hensweise véllig gegensitzliches Ziel. Kompression findet statt, da verschieden
lange Strings in jeweils gleich vielen Bits dargestellt werden. Es sei bemerkt,
daB das Run-Length-Verfahren aus der Einleitung als eine sehr spezielle und
partielle Realisation dieser Idee aufgefaBt werden kann.

Der Zweck der Gleichwahrscheinlichkeit ist es, zeitaufwendige Kodierungs-
verfahren (Buffman, arithmelische Kodierung) iiberfliissig zu machen; erreicht
wird sie, indem man die Linge der Strings kontrolliert: wird ein String zu haufig,
so differenziert man ihn, indem man statt seiner lingere Strings mit dem ur-
spriinglichen als Anfang betrachtet.

Diese Idee wird auf eine implizite Weise realisiert, in der von Hiufigkeiten
gar nicht die Rede ist. Wir wollen zuerst den Rahmenalgorithmus betrachten.
Auch hier gilt, daB wir uns mit adaptiver Modellierung befassen; die statischen
und variablen Versionen kénnen leicht daraus abgeleitet werden.

Das Worterbuch, das zum Beispiel als Digitaler Suchbaumn implementiert
sein kdnnte, sehen wir hier implementationsunabhingig als set of T* an.

type
Worterbuch = set of T~

end type
var
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W, X: Worterbuch
Sz
end var
function InitW: Wérterbuch
Anfangsbesetzung des Worlerbuchs
function Match(W: Wérterbuch): I*

Finde einen Worterbuchsiring im Originaliext
function Kodierung(S : £*, W: Worterbuch): $*
Kodiere die Position von § im Wérterbuch

function Copy: L~
liefert ein Anfangssiick des Originaliertes unabhdngig von W
function Dazu(W: Worterbuch): Worterbuch

Liefert einige Sirings, die in das Wérterbuch aufgenommen werden sollen

fupction Weg(W: Wérterbuch): Warterbuch
Liefert einige Sirings, die aus dem Wérterbuch entferni werden sollen
function IstVoll(W :Warterbuch): boolean

begin
W = InitW
loop
S := Match(W)
write(Kodierung(S))
write(Copy)
X = Dazu(W)
while (X # ) and (not TstVoll(W) or Weg(W) # 0)
wihle einz € X
X=X\ {z}
i Full(W)
W= W\ Weg(W)
end if
W= Wu{z}
end while
"end loop
end

Die Werte ,Kodierung($)“, die geschrieben werden, heifen Zeiger. Die Deko-
dierung ist dann ziemlich klar: Man benbtigt eine Prozedur ,Decode®, die Wor-
terbuchzeiger und kopierten Originaltext unterscheiden kann, und aktualisiert

das Worterbuch wie bei der Kodierung. _
Die verschiedenen Varianten der Warterbuchkompression unterscheiden sich

durch die Spezifikation der in dem Algorithmus genannten Prozeduren und

Funktionen.
Zunichst muf garantiert werden, daB in jedem Schritt ein nichtleeres Stiick

des Originaltextes verarbeitet wird. Das bedeutet: in jedem Schritt muf minde-
stens die Funktion ,Match® oder die Funktion ,Copy* einen michtleeren String
liefern. Dazu gibt es mehrere Ansitze:

o Der Ansatz von Welch:

~ ,,Copy* liefert immer den Leerstring.
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— »InitW* enthélt ganz T1.
— ,Weg" liefert nie Strings aus T!,

Damit findet ,Match“ sicher jedesmal einen nichtleeren String. Der ko-
dierte Text enthalt nur Zeiger.

® Der Ansatz von Lempel und Ziv:

— »Copy" liefert immer das erste Zeichen des verbleibenden Original-
textes.

~ ,InitW* ist beliebig, zum Beispiel nur der Leerstring.

Beachte, dafBl auch der Leérsbring in einem nichtleeren Zeiger kodiert wird,
Der kodierte Text enthdlt abwechselnd einen Zeiger und ein Zeiciien im
Klartext.

¢ Der gemischte Ansatz:

= Immer, wenn ,Match® den Leerstring liefert, liefert ,Copy* das erste
Zeichen des verbleibenden Originaltextes, sonst den Leerstring.

— »InitW* enthdll z. B. nur den Leerstring.

Der gemischte Ansatz liefert sicher die beste Kompression, der Welch-Ansatz
ist bequemer zu programmieren und zu diskutieren. Wir gehen in der weiteren
Diskussion vorn Welch-Ansatz aus,

Fiir die Wah] der Funktion ,Match“ bieten sich ebenfalls mehrere Méglich-

keiten an:

¢ Der ,gierige” (greedy) Ansatz: ,Match Liefert den lingstmaglichen Wér-
terbuchstring, der am Textanfang gefunden werden kann. Das ist nicht not-
wendig optimal: Wenn zum Beispie} der Text mit ,abrakadabra® anfangt,
und das Wérterbuch die Strings ab, abx, rakadabra enthilt, so wiirde der
gierige Ansatz abr liefern, wodurch rakadabra nicht mehr gefunden wird.

e Der Look-ahead-Ansatz: die nachsten k Zeichen (vielleicht 100) werden in
eine Stringvariable , Lookahead” gelesen, und in dieser Variablen werden
alle méglichen Einteilungen ausprobiert, die beste wird genommen.

In der Praxis zeigt sich, daf der Look-ahead-Ansatz meistens auBer Rechenzeil-
verbrauch nur leicht verbesserte Kompression bringt.

Zur Funktion ,Dazu“: wir geben grundsétzlich so vor, daf wir uns den zu-
letzt mit ,Match“ gefundenen String unter dem Namen T merken und dann
die Menge ,Dazu“ aus einigen Verldngerungen von T bestehen lassen, die aus
demn neu gefundenen Matchstring S = s, - -sx abgeleitet sind. Drei sinnvolle
Wachstumsstrategien:

o Kopf-Wachstum: ,Dazu® ist die einelementige Menge {T's;}.

s Ganzwort-Wachstum: ,Dazu” ist die einelementige Menge {T'S}.
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o Volles Wachstum: , Dazu® ist die Menge
{Tsl,TﬂE;, e .,T81 ' -'sk_l,TS}

Beispiel 7.1 Wir wollen den Text

das_Schaf kann_schon_immer Schlagschach_im Schlaf

betrachten. Wir gehen vom Welch-Ansatz fir Initialisierung etc. und dem gie-
rigen Matchansatz aus (das 188t sich am bequemsten durchprobieren) und ver-
zeichnen das Wachstum von W in den drei Dazu-Ansétzen.

Kopf-Wachstum  Ganzwort-Wachstum Volles Wachstum
M:wh Dazu Match | Dazu Match | Dazu
a da d d
a da a da
B as
. 5 as 5 as
- i - 5. - B.
S = 5 5 s 5
< 8¢
h ch c Sc 4 Sc
h ch h ¢h
a ha
¢ af a ha a ha
£ af 1 af
- i- f 1
: ;’; k X k X
a ka a ka
n an
n an n an
n nn
n nn n nn
- n.
- n. - .
3 B
ch ac [ 8 5 5
' ch sch ¢h sc sch
o cho
o cho o cho
n. on
\ . n. on. n. on On.-
i n_i \ . .
\ i n.i i n.i
» im . .
= im n in
n nm
1 n n | 1Y
e me
e ne @ Mo
* ex r er r er
'i ’_’s’s s | xS S |r.rs
Cl h‘.?:l. ch Sch ch Sc Sch
; 1 | enl 1 chl
2 aa a la a la
A e g |26 g |28
gs
sch gech sch ge gec gsch
ha sch
1 hac a scha a echa
¢ h ¢ch ach ch ach
N eh- - ch. - ch.
im A . . . . .
se in im JAm im A olim
h _.S-h Sch in Sch Sch im. im_S im.Sc im.Sch
¢ la | Schla 1a | Schl Schla
la hla
£ laf f laf
f laf
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Volles Wachstum hat den Nachteil, daB das Wérterbuch zu schnell wichst (was
die Anzahl der verschiedenen Zeiger und daher die dafiir zu verwendenden Bits
erhoht). Praktische Tests zeigen, daB das Ganzwort-Wachstum besser kompti-
miert als das volle, und dieses besser als das Kopfwachstum.

Wir kommen zu den Méglichkeiten fiir die Funktion »Weg“, die das Worter-
buch verkleinert, wenn es voll ist. '

o Einfrieren: , Weg” ist immer die leere Menge, wenn das Warterbuch voll
1st, dann &ndert es sich fiir den Rest des Originaltextes nicht weiter.

¢ Die Least-recently-used-Strategie (LRU): ,, Weg“ enthilt immer genau den
Siring, bei dem es am lingsten her ist, daB er von ,Match® gefunden
wurde.

* Die Least-frequently-used-Strategie (LFU): ,Weg“ enthilt immer denje-
nigen String, der am seltensten von ,Match” gefunden wurde. Neu aufge-
nommene Strings miissen mit einem positiven Zahlwert initialisiert werden
(z. B. der durchschnittlichen Benutzungshaufigkeit aller Strings), damit sie
nicht sofort wieder aus dem Worterbuch entfernt werden.

* Die Swap-Strategie: Es gibt zwei Warterbiicher; das zweite wird gefiillt,
wenn das erste voll ist, ,Match” benutzt aber weiterhin das erste. Ist
das zweite Worterbuch ebenfalls voll, so wird das erste Wérterbuch vollig
entleert, und die beiden Worterbiicher tauschen ibre Rollen.

Ein Prinzip ist jedenfalls: die mit ,Init“ am Anfang in das Warterbuch hin-
eingeschriebenen Zeichen werden grundsészlich nie geldscht.

Die Einfrierstrategie ist am schnellsten; sie komprimiert nur gut, wenn die
Struktur des Textes sich nicht mehr wesentlich dndert, wenn das Warterbuch vol)
ist. Leider ist das oft nicht erfGllt, da bei Texten, seien es auch Quellprogramme,
ibersetzte Programme, Datenbesténde, oft gerade am Anfang Teile stehen, die
sich vom Rest sehr unterscheiden (Inhaltsverzeichnisse, Einleitungskommentare,
Listen, Header). '

Die LFU-Strategie liefert in der Praxis keine so groBe Kompressionsverbes-
serung gegeniiber der LRU-Strategie, daff der erhhte Aufwand gerechtfertigt
wire. Die Swap-Strategie arbeitet dhnlich gut wie die LRU-Strategie, verbraucht
aber den doppelten Speicherpiatz fiir die Worterbiicher.

Fiir die Kodierung gibt es auch mehrere Moglichkeiten:

o Feste ZeigergroBe: man kodiert jeden Zeiger als Bitkette konstanter Linge;
besonders geeignet sind 16 bit, da dann keine Bytegrenzen iiberschritten
werden missen; auch 12 bit sind die Beachtung wert, wenn mit vielen
kurzen Strings gerechnet werden muB. Die ZeigergroBe bestimmt die Ma-

ximalgroBe des Worterbuchs.

o Steigende ZeigergréBe: man kodiert jeden Zeiger in [1d [W(] bit. Die Wér-
terbuchgroBe ist nur noch durch den Speicherplatz beschrénkt; die (De-)
Kodierung ist aber langsamer.

¢ LZH: Das sogenannte . Lempel-Ziv-Huffman-Verfahren“, in dem die Zei-
ger Huffman-kodiert werden. Auch die arithmetische Kodierung ist hier
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natiirlich méglich und besser geeignet; verwendet man aber ein unabhéngi-
ges Modell, so ist der Kompressionsgewinn nur gering (einige Prozent-
punkte), der Zeitverlust aber hoch: das intuitive Ziel des Wérterbuch-
modelles war es ja gerade, die Zeiger mdglichst gleichwahrscheinlich zu
machen, um den Zeitaufwand bei der Kodierung zu reduzieren. Auch mit
Kontextmodellen ist nicht allzu viel Gewinn zu erwarten, da aufeinan-
derfolgende Strings ja (wenigstens in der Ganzwort-Strategie und in der
vollen Wachstumsstrategie) zu einem Wérterbuchstring verschmelzen.

Implementation

Wir implementieren das Worterbuch als digitalen Suchbaum. Die Worterbuch-
eintrige sind Wege im Suchbaum, die von der Wurzel ausgehen, und an einem als
Warterbucheintrag markierten Knoten enden. Die Blétter sind grundsétzlich als
Waérterbucheintrag markiert. Die markierten Knoten enthalten die Kodierung
des Zeigers, der in den komprimierten Text geschrieben wird.

Dabei werden die Zeigerwerte, solange das Worterbuch noch nicht voll ist,
einfach hochgezahlt. Das Ereignis , Worterbuch voll* tritt ein, wenn ein maxi-
maler Zahlwert, erreicht ist. Danach werden durch das Léschen von Worterbuch-
eintrigen immer wieder Zeigerwerte frei, die ich in einem Stapel oder einer Liste
zwischenspeichern kann, bis sie wieder neu vergeben werden. Beim Dekodieren
habe ich dann eine mit den Zeigerwerten indiziertes array von Pointern in den
Suchbaum, das sich adaptiv mit dem Suchbaum mitentwickelt.

Die Realisierung des Wachstums im Suchbaum selbst ist unproblematisch, es
solite klar sein, wie man einem digitalen Suchbaum neuve Strings hinzufiigt. Beim
Entfernen von Strings muB man sich mehr Gedanken machen. Wir behandeln
die LRU-Strategie. Fiir LFU gilt im wesentlichen dasselbe, Einfrieren und Swap
machen ohnehin keine Implementationsprobleme.

Bei LRU wird der String entfernt, dessen letzte Benutzung am weitesten
zurtickliegt. Man verwaltet die Worterbuchstrings als Warteschlange, also als
cine lineare Liste, bei der jeder neu ins Wérterbuch aufgenommene String hin-
ten angefiigt wird, jeder String, der von ~Match® gefunden wird, aus der War-
teschlange herausgenommen wird, um sich wieder neu hinten anzustellen, und
(wenn das Warterbuch voll ist) der vorne in der Warteschlange befindliche String
aus dem Warterbuch (und der Warteschiange) entfernt wird. Die Warteschlange
kann ahnlich wie bei der adaptiven Muffman-Kodierung als zusitzliche Verzei-
gerung im digitalen Suchbaum realisjert werden.

Wie entfernt man nun aber Strings aus dem Wérterbuch? Ist dieser String
durch ein Blatt des digitalen Suchbaumes bezeichnet, so ist das kein Problem,
man entfernt dieses Blatt und sukzessive den jeweiligen Vorgangerknoten, bis
der Knoten, bei dem man gerade ist,

o selbst als Wérterbuchstring markiert ist, oder
o auBer dem gerade geldschten noch weitere Nachfolger hat.

Ist der Worterbuchstring aber durch einen inneren Knoten bezeichnet, so kann
seine Entfernung aus dem Wérterbuch lediglich in der Entfernung der Mar-
kierung als Worterbucheintrag bestehen, wes nicht mit Speicherplatzfreigabe
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verbunden ist. Das ist eine unbefriedigende Situation, da trotz der Entfernung
eines Worterbucheintrages keine neuen Strings aufgenommen werden kénnen.

Fiir eine bessere Losung beobachten wir zunéchst einmal die folgende Eigen-
schaft der Kopf- und der vollen Wachstumsstrategie:

¢ Im Kopfwachstum und im vollen Wachstum sind, solange noch kein Wér-
terbucheintrag entfernt wurde, simtliche Knoten des digitalen Suchbau-
mes als Worterbucheintrag markiert.

Diese Eigenschaft wollen wir stabilisieren, indem wir durch eine Modifikation der
LRU-Léschstrategie vermeiden, innere Knoten zu entfernen. Das hat auch den
zusitzlichen Vorteil, daB wir uns um eine gesonderte Markierung von Knoten
als Worterbucheintrag nicht zu kimmern brauchen, was Aufwand spart. Die
Entfernung innerer Knoten vermeiden wir, indem wir jedesmal, wenn wir einen
Knoten an das Ende der Warteschlange schieben, sdmtliche Vorganger bis zur
Wurzel ebenfalls dorthin schieben. Ganz vorn in der Warteschlange steht auf
jeden Fall ein Blatt.

Beim Ganzwortwachstum kénnen wir nicht so vorgehen; hier bietet es sich
an, die Darstellung des digitalen Suchbaumes wie im Beispiel zu kompaktifizie-

ren.

Beispiel 7.2 T = {a,b}, der Text ist’
a aabaaab agab b b baa as baa abaaab bb baaaabaaab aaab aaabb
bb ab bbab bbab bbaa aa b

(die Leerzeichen gehdren nicht zum Text, sondern zeigen die von ,Match® gefun-
denen Strings an). Der ohne Léschen im Ganzwortwachstum entstandene Baum

in einfacher und in kompakter Form:
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®)

Jede Kette von aufeinanderfofgenden Knoten, die weder Verzweigungspunkte
noch Warterbucheintrige sind, wird als ein einziger Knoten dargestellt, und die
Zeichen, die den Weg durch diese Kette beschreiben, als diesemn Knoten zugeord-
nete Zeichenkette. (Wir brauchen dazu die programmiertechnische Moglichkeit,
fiir eine Zeichenkette gerade so viel Speicherplatz dynamisch zu reservieren, wie
man zu ihrer Darstellung braucht. Das geht in C; in PASCAL z. B. ist das nicht
‘ohne Spracherweiterung moglich - man kann sich hier evtl. behelfen, indermn man
diese dynamische Speicherverwaltung selbst Gibernimmt und die Strings als Sub-
strings eines groBen Strings realisiert, in den man dann mit Index/Léange-Paaren
hineinzeigt)
_ Das Léschen eines Warterbucheintrages besteht jetzt meist darin, Platz fir
zwei Strings freizugeben, dafiir Platz fiir einen String anzufordern, dessen Lange
die Summe der beiden freigegebenen ist, und die Konkalenation der beiden
freigegebenen Strings in den neuen String zu schreiben, und auBerdem einen
Knoten freizugeben. Man gewinnt also nicht ganz, aber doch fast den Platz,
den ein neuer Worterbucheintrag belegt.

Hash-Tabellen

Eine andere Maglichkeit, Strings abzuspeichern (sei es bei Kontextmodellen oder
bei Warterbuchmodellen), ist es, sogenannte Hash-Tabellen anstelle von Digita-
len Suchbaumen zu verwenden. Hier werden simtliche Strings in linearen Listen
(,Slots“) abgelegt, von denen eine Anzabl (2. B. 256) zur Verfiigung stehen. Man
hat also ein array, von denen jedes Element eine (z. B. einfach) verkettete Liste
aus (z. B. durchschnittlich 8) Strings ist. Ein gegebener String S wird nun in die
Liste mit dem Index A(S) abgelegt {Sortieren ist iberflissig), wobei h(S) eine
heuristisch gefundene Funktion ist, die’ einmal schnell berechenbar sein musB,
und zweitens die Strings méglichst gleichmiBig liber die verschiedenen Listen
verteilt. Das erreicht man so, daf man die Funktion nur von den ersten (zwei
oder drei) Zeichen des Strings abhangen 18Bt; meistens handelt es sich um bit-
weise Verkniipfungen der Zeichen (z. B. s; and sz xor s3). Wenn haufig Strings
mit gleichen Anfangen auftanchien (das st bei uns der Fall), so kann man auch
die Linge der Strings in A(S) eingehen lassen. Das ist in Pascal schnell méglich,
da dort die Lange im String explizit gespeichert ist; in C, wo die Lénge immer
neu ausgezihlt werden miiBie, kann man die Verwaltung von Langenzahlern ja
selbst in die Hand nehmen.
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Ein Vorteil dieses Ansatzes ist es, daB das Léechen von beliebigen Strings aus
dem Worterbuch leicht moglich ist. Die Strings nehmen weniger Platz in An-
spruch, aber dafiir kommen gemeinsame Anfange mehrerer Strings auch mehr-
fach vor.

Hash-Tabellen kénnen nicht nur-zur direkten Abspeicherung der Strings ver-
wendet werden, sondern bieten auch eine Moglichkeit der platzsparenden Ver-
waltung Digitaler Suchbdume: die Knoten werden nicht in einer dynamischen
Datenstruktur mit Pointern, sondern in einem array abgelegt. (Die Indizes
kénnen bei der Kodierung in Wérterbuchinodellen direkt als Zeigerwerte ver-
.wendet werden.) Ein Knoten enthilt nun keine Verweise auf seine Nachfolger.
Wollen wir den Nachfolger des Knotens mit dem Index j zum Zeichen a be-
stimmen, so verwenden wir eine Hashfunktion h(j, a}, die uns die Slotnummer
in einer Hashtabelle liefert. Die Listenelemente enthalten als Inhalt Tripel der
Form (J,a,j'); wir suchen das Listenelement mit den ersten beiden Eintrégen j
und a und entnehmen daraus den Nachfolger j'; finden wir kein solches Element,
so bezeichnet 7 ein Blatt.

Einige Verfahreh

Ein kurzer AbriB der bekannt gewordenen Kombinationen und Varianten der
genannten Ansitze zur Worterbuchmodellierung:

LZ78. In einer Verdflentlichung von 1978 stellten Lempel und Ziv das erste
Warterbuchverfahren vor. Hier wird der Lempel-Ziv-Ansatz zur Fortschrittsga-
rantie verwendet, d. h.: Zeiger und kopierte Zeichen wechseln ab. Das Worter-
buchwachsturn folgt dem Kopf-Ansatz, d. h. jede gefundene Ubereinstimmung
plus das néachste Zeichen werden in das Wérterbuch aufgenommen. Die Kodie-
rung verwendet Zeiger wachsender GréBe. Der Artikel von Lempel und Ziv ist
sehr theoretisch, und sein priméres Ziel ist es, zu zeigen, daf dieses Verfahren bei
unbeschrinkter Wérterbuchkapazitdt asymptotisch optimal ist, also auf lange
Sicht die Entropie der Quelle erreicht, wenn diese eine ergodische Markovquelle
mit stationdrer Verteilung der Anfangszustinde ist. Allerdings ist die Konver-
genz nicht besonders schnell, so daB die Vorteile der Worterbuchmodellierung
nicht primér in einer guten Kompression liegen (obwohl sie sicher die Kom-
pression mit einem unabhéngigen Modell schlagen), sondern in der Mglichkeit
effizienter Implementation.

LZW Welch versffentlichte 1984 den Welch-Ansatz zur Fortschrittsgarantie
(bei dem die einzeinen Buchstaben fest zum Worterbuch gehdren.) Auch Welch
benutzte das Kopfwachstum, eine konstante Zeigergrofe von 12 bit, und die
Einfrierstrategie fiir die Worterbuchschrumpfung. All diese Strategien sind be-
sonders schnell, und das ist deshalb besonders wichtig, da Welch seine Kom-
pressionsmethode fiir eine Hardwareversion in Festplattentreibern vorschlug.

LZC Der Ansatz, der vom UNIX-Kommando ,compress“ benutzt wird. Es
handelt sich um eine mehrfach verbesserte Version des LZW-Verfahrens; ein-
ma) werden wieder Zeiger wachsender Gréfe verwendet (bis zu 16 bit), und
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die Loschstrategie ist eine Verwandte der Swap-Strategie: das Worterbuch wird
eingefroren; das zweite Wérterbuch witd erst dann gestartet, wenn die Kom-
pressionsrate zu sinken beginnt.

LZT ‘Tischer fiihrte 1987 die LRU-Léschstrategie ein, bei sonstiger Uber-
nahme von ,compress“. Der Leistungsvergleich liefert eine etwas langsamere
Laufzeit bei geringerem Speicherplatzbedarf und ungefshr gleicher Kompressi-
onsrate. .

LZMW Miller und Wegman fithrten 1984 den Ganzwortansatz fiir das Wachs-
tum ein; sie verwendeten den LFU-Léschansatz. Die Implementation wird na-
tiirlich komplizierter, aber dic Kompressionsrate besser.

In der Kompressionsrate liegen Wérterbuchverfahren etwa ein halbes Bit pro
Byte (iber den Kontextmodellen. Der Geschwindigkeitsgewinn ist jedoch erheb-
fich, denn der Aufwand zur Verwaltung eines Worterbuches ist dhnlich hoch wie
der Aufwand zur Verwaltung der Kontexte; bei Kontextmodellen kommt aber
jetzt noch der Aufwand zur Verwallung der (kumulativen) Haufigkeiten und
die Kodierung dazu, wahrend der Kodierungsaufwand bei Wérterbuchmodel-
len normalerweise gerade im Aufrechterhslten einer ungeordneten Menge von

Zahlen besteht.
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Kapitel 8
Fenstermodelle

Fenstermodelle kbnnen als spezielle Variante der Worterbuchmodelle angesehen
werden. Die ldee ist es, als ,Worterbuch® die letzten N Zeichen, das Fenster
zu verwenden; die Strings sind einfach sémtliche Teilstrings des Fensters. Die
Aufnahme- und die Léschstrategie ergeben sich automatisch aus dieser Vorgabe.
Die Kodierung der Zeiger besteht aus zwei Teilen (8, A): der Teil § sagt aus, wie
viele Zeichen zuriick der mit ,Match” gefundene String liegt, und der Teil A,
wie Jang er ist. ,

Auch hier muB sichergestelit werden, daB der Eingabetext immer weiterver-
arbeitet werden kann. Der Lempel-Ziv-Ansatz (Abwechselnd wird ein Zeichen
kopiert und ein Zeiger kodiert, gegebenenfalls der ,dummy“-Zeiger auf den Leer-
string) ist eine Moglichkeit; der Welch-Ansatz versagt, da das Wirterbuch durch
das Textfenster vorgegeben ist und nicht gezwungen werden kann, sémtliche Ele-
mente von T zu enthalten. Der entsprechende Effekt aber wird durch den Ansatz
von Storer und Szymanski ermdglicht: wir denken uns das Alphabet T als ,.ide-
ell“ im Wérterbuch enthalten: ein Zeichen wird als ein Null-Bit, gefolgl von
diesem Zeichen (in Binardarstellung) kodiert, ein echter Zeiger als ¢in Eins-Bit,
gefolgt von Abstands- und vom Léingenfeld. Ein gemischter Ansatz wie bel den
Worterbuchmedellen 1406t sich natiirlich ebenfalls machen.

Beispiel 8.1 Wir wollen wieder den Text
das Schaf kann schon immer Schlagschach im Schlaf
komprimieren. Wir wihlen N = 25 und erhalten:

das Schaf kann
8(9,0)0(4,0)inmer(21,2)1ag(16, 1)a(2,0)(16,0)(14,3)1.
Dabei bezeichnet der erste Eintrag im Zahlenpaar die Anzahl der Schritte, die es
zuriickzugehen gilt, wobei beim unmittelbar dem zuletzt betrachteten Zeichen
vorausgehende Zeichen mit Null zu zéhlen begonnen wird, und die Lange immer
der Langenzihler plus zwel ist.

Sinnvolle GréBen sind etwa 8191 fiir die Fenstergréfe, 63 fir die grofte
Stringlange, so daB die Zeiger 13+ 6+ 1 = 20 bit beanspruchen; in diesem
Fall wird man Strings erst ab der Lénge 3 beriicksichtigen.
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Implementation

Das Fenster soll implementiert werden. Da wir keine Texte im Speicher herum-
schieben wollen, bietet sich die Datenstruktur des Ringpuffers an:

copst N = .-

var
FensterArray: array(0.. N — 1] of byte
Pos: 0..N -1

end var

function Fenster([: integer): byte
begin

Fenster := FensterArray((Pos+/) mod N]
end Fenster
procedure Weiter
begin
Pos ;= Pos + 1 mod N
end Weiter
procedure Setze(B: byte)
begin
Weiter
FensterArray[Pos]: =B
end
begin
Pos := 0

Das momentan erste Zeichen des Fensters ist also ,Fensterinhalt(1)", das
Jetzte Zeichen des Fensters ist ,Fensterinhalt(N)“. In C 146t sich das besonders
praktisch mit Makros implementieren:

#define X 85191

int fenster_arraylN];

int pos=0;

#define Fenster{i) (fenster_array[((i)+pos)’N])
#define Weiter() {pos++;posi=¥}

#define Setze(b) {Weiter();Fenster(pos)=b}

Ein weiteres Problem ist die Funktion ,Match*. Es ist sehr zeitaufwendig,
das Fenster jedesmal neu nach Ubereinstimmungen zu durchsuchen.

Ein erster Lésungsansatz besteht darin, fiir jedes Zeichen aus T ein Liste der
Fensterpositionen zu verwalten, an denen sich dieses Zeichen befindet. Die Su-
che nach Ubereinstimmung startet dann an allen dieser Stellen, dann wird das
nichste Zeichen gelesen und mit den jeweils nachfolgenden Zeichen im Fenster
verglichen und so weiter, bis eine Anzahl von Stellen Gibrigbleibt, die beim néch-
sten Zeichen alle keine Ubereinstimmung ergeben wiirden. Von denen wihien
wir uns eine beliebig als ,Match®.

Die genannten Stellen sind sinnvollerweise die sechten” Indizes in Fenster Ar-
ray; denn diese &ndern sich nicht Zeichen fir Zeichen. Die Verwaltung besteht
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darin, vor jeden Lesen eines neuen Zeichens die Position des Fenster am wel-
testen links stehenden Zeichens, das ja demniéchst verschwinden soll, in seiner
Einspringpunkt-Liste zu entfernen und nach dem Lesen eines neuen Zeichens
diese Position der Einspringliste dieses Zeichens hinzuzufiigen.

Eine Verfeinerung, die die Anzahl der gleichzeitig vorliegenden Strings re-
duziert, liegt darin, statt der jeweils ersten Zeichen gleich die String-Anfénge
aus zwei oder gar drei Zeichen als Einsprung-Indizes zu verwenden. Da diesem
Ansatz wiederum deren groBe Zahl entgegensteht, organisiert man die Anfange
in einer Hash-Tabelle.

Ist man schon so weit, so kann man es auch in Betracht ziehen, die Ein-
" springstellen mit einem digitalen Suchbaum zu finden. Die Vorgehensweise zeigt
sich in unserem Beispiel:

Beispiel 8.2 das Schaf kann schon immer Schlagschach im Schlat, N =
25. Der Digitale Suchbaum ist am Anfang Jeer. Nichts passiert, bis an Position
8 das a zum ersten Mal wieder auftaucht, Dieses Zeichen wird unter die Wur-
zel in den Baum sufgenommen; die beiden verschiedenen Folgezeichen s und
¢ ebenfalls. Die Knoten erhalten folgende Verweise: der as-Knoten die 2, der
af-Knoten die 8, und der a-Knoten ebenfalls die 8. Die letatere Entscheidung
begriindet sich damit, daB man Stellen m&glichst weit rechts im Fensier be-
vorzugt: diese haben kiirzere Sprungweiten, was bei variablen Zeigergrofen von
Bedeutung sein kann, und sie verlassen das Fenster spiter, was dann den Ver-

waltungsaufwand reduziert.

Beim Leerzeichen an Position 10 passiert dasselbe.
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Das a an Position 12 ergibt eine weitere Verzweigung unter dem a-Knoten, sowie
eine Aktualisierung des a-Verweises von 8§ auf 12.

Jetzt kommt die Ubereinstimmung n., bei der wir auf neheliegende Weise ver-
fahren. Die Aktualisierung der Verweise innerer Knoten geht immer bis zur

Wuzrzel.
Der Baum wichst; die Situation an Position 19 ist so:

An Position 27 passieren zwei Dinge. Einmal muB die Ubereinstimmung -Sch
eingetragen werden, und dann muf der mit 2 markierte as-Knoten entfernt
werden, da das a das Fenster verlaBt. Der Anfang der Ubereinstimmung Sch
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