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Kapitel 1
Einleitung

Definition 1.1 (a) Unter einem Alphabet verstehen wir eine Menge T mit min-
destens zwei Elementen. Wenn wir keine weiteren Angaben machen, ist T irmnmer
endlich.

Ist n € N (inklusive 0), so ist £ die n-fache kartesische Potenz von I, also
die Menge der Folgen der Lange n mit Gliedern aus . Mit T bezeichnen wir
die Menge aller endlichen Folgen aus I, also

™= J

ReNU{}

Die Elemente von ©* heifien Tezte wber . Der Text der Lange 0 wird mit ¢
bezeichnet. Sind 4 € E", B € I, so bezeichnet 4B den durch Konkatenation
der beiden Texte entstandenen Text aus E"+™. Mit |A| bezeichnen wir die Léinge
von A.Ist A € T, 1 € {0,...,n}, so bezeichnet 4; den aus den ersten i Zeichen
bestehenden Teiltext von A.

(b) Sind T und & Alphabete, so ist eine Kodierungsfunktion eine injektive
Abbildung f: £ — @*. Ist A € T* ein Text, f:Z" — &* eine Kodierungsfunk-
tion, so heiBt 4 der Originaltext, f(A) der kodierte Text, f~': f(Z*) — A die
Dekodierungsfunktion. Die Anwendung von f bzw. f~* heiBen Kodierung bzw.
Dekodierung.

Solche Funktionen werden in verschiedenen Theorien betrachtet:

o In der Kryplographie versucht man (beim Dechiffrieren=unerlaubtes De-
kodieren) bei Kenntnis des kodierten Textes f(A) aus statistisch signi-
fikanten , RegelmaBigkeiten® dieses kodierten Textes den Text A und die
Funktion f~?! zu erraten. Beim Chiffrieren=Kodieren versucht man das zu
verhindern, indem man die statistischen Besonderheiten von A (z. B., daB
der Buchstabe , e besonders haufig vorkommt) nicht mit in den kodierten
Text iibergehen 186t. Man verschleiert also Redundanzen des Originaltex-
tes.

(Im neueren Teilgebiet der sogenannten Public Key Systems such{ man
nach Kodierungsfunktionen f, deren inverse Funktion sogar bei Kenntnis
von f nur mit praktisch unvertretbarem Aufwand bestimmbar ist.)



o In der Kodierungstheorie (Theorie der Fehlerkorrektur) geht es darum,
die Texte stérungsunempfindlich zu machen, indem man Redundanz hin-

zufigt.

o In der Theorie der Datenkompression schlieBlich sucht man nach solchen
Funktionen f, bei denen f(A4) méglichst kurz wird; es geht also um Ent-
fernung von Redundanz.

Da bei den fehlerkorrigierenden Kodierungen mit einer Verlingerung der
Texte zu rechnen ist, arbeiten Datenkompression und Fehlerkorrektur gegenein-
ander, wihrend die Datenkompression zur Verschliisselung des Textes im Sinne
der Kryptographie einen gewissen Beitrag leistet (Redundanzen werden sicher
dadurch verschieiert, daf man sie entfernt.)

Der mathematische Rahmen flir diese verschiedenen Theorien wird in der
von Claude Shannon 1948 begriindeten J[nformationstheorie gelegt. In dieser
wird ein digitales Kommunikationssystem wie in der Abbildung zerlegt:

[Q [ QC -+ xC — K KD —{ QD M 7 |

[5¢]

Q - die Textquelle. Sie ist ein Aggregat, das Texte tber das Alphabet T
absondert; etwa ein Affe an der Schreibmaschine, ein Pascal-Compiler oder

ein Sprecher des Deutschen.

QC - der Quellencodierer oder Kompressor. Er fiihrt eine Kompression
dieser Texte durch, es entstehen (mdglichst kurze) Texte iiber einem zwei-

ten Alphabet &.

KC - der Kanalcodierer. Er macht die. vorn Quellcodierer Komprimierten
Texte mit Methoden der Kodierungstheorie méglichst stdrungsunempfind-

lich.
K - der Kanal. Der Text wird nun abgeschickt.

SQ - die Stérquelle. Auf seinem Weg ist der Text evt]. Verénderungen aus-
gesetzt.

KD - der Kanaldekodierer. Er versucht, den Storeinfluff wieder rickgéngig
zu machen.

QD ~ der Quelldekodierer oder Expender. Der Text wird wieder expan-
diert.

7 - das Ziel. Der Empfénger des Textes.



_ Es gibt zwei verbreitete Realisationen dieses Modells: einmal die tatsichliche
Ubermittlung digitaler Nachrichten liber Leitungen, dann aber auch die Spei-
cherung von Daten: der Kanal ist dabei das Speichermedium, etwa eine Diskette,
die Stérquelle vielleicht ein Magnet.

Wir wollen hier die Kanalkodierung, Stérung und Kanaldekodierung als
schwarzen Kasten auffassen und alle zusammen als (fast) stérungsfreien Kanal
betrachten. Die bekannten Quellkodierungsverfahren sind leider &ufBerst fehler-
empfindlich. Wird im (z. B. um 50%) komprimierten Text ein Bit verfalscht, so
ist es angemessen, von einem stabilen Kompressionsverfahren zu erwarten, daf
der expandierte Text zwei falsche Bits enthdlt. Leider sind solche stabilen Ver-
fahren unbekannt; im Normalfall pflanzt sich so ein Fehler Gber einen ldngeren
Teiltext hin fort. Hier ist bisher noch nicht sehr viel geforscht worden, was sich
zur Zeit allerdings &ndert.

In der Praxis treten vor allem zwei typische Anwendungsgebiete der Da-
tenkompression auf: einmal wird sie in der Nachrichtentibertragung verwendet
{z. B. in der Raumfahrt), um die Kanalkapazitat méglichst wenig zu beanspru-
chen (und damit mehr Nachrichten ibertragen zu kénnen); zurn anderen in der
Datenspeicherung, etwa in Sammlungen von Public-Domain-Software, in Da-
tenbanken, bei der Speicherung von Graphiken.

Hier sieht man auch verschiedene Anforderungen an den Kompressionsalgo-
rithmus: in der Nachrichteniibertragung wird hohe Kompressions- und auch
hohe Expansionsgeschwindigkeit verlangt; in Softwaresammlungen ist das pri-
mire Ziel eine hohe Kompressionseffektivitt, bei Datenbanken und Graphi-
ken die Expansionsgeschwindigkeit. Auch der wihrend der Kompression nétige
Speicherbedarf (der oft erheblich ist) ist von Bedeutung.

Bei der Bewertung der einzelnen Kompressionsverfahren mu8 man diese vier
Aspekte berlicksichtigen. Theoretische Abschitzungen durch Analyse der Algo-
rithmen sind natiirlich sinnvoll, aber miissen unbedingt durch praktische Tests
flankiert werden: oft genug sind die Verfahren fiir bestimmte Arten von Texten
gut, fiir andere iiberhaupt nicht geeignet. Bei der Bewertung der Kompressions-
effektivitat muB man sich zuerst iiber die Alphabete klar werden. Bei Compu-
terdateien, also Folgen von Bits, sind Eingabe- und Ausgabealphabet einfach
die Menge {0,1}; dann ist der Kompressionsfaktor (Lénge des komprimierten
Textes geteilt durch Linge des Originaltextes) ein sinnvolles Maf; oft hat man
aligemeinere Eingabealphabete, (manchmal die unendliche Menge der natiirli-
chen Zahlen), so daB hier die durchschnittliche Anzahl der Bits (i komprimier-
ven Text) pro Zeichen (im Originaltext) sinnvoller ist. Oft bilden die Bytes (also
die Menge {0, 1}®) das Eingabealphabet; in diesem Fall gehen die beiden Zahlen
durch Multiplikation mit acht auseinander hervor.

Bei einer Dateianwendung kann man so vorgehen, erst den gesamten Orj-
ginaltext zu lesen, um dann den komprimierten Text zu bestimmen (off-line);
in einer Kommunikationsanwendung geht das micht; hier muB gleichzeitig mit
den eingehenden Zeichen des Originaltextes schon der komprimierte Text pro-
duziert werden (on-line), und zwar so; daB die Expansion dieses Teilstiickes nur
héchstens k Zeichen hinter dem Originaltext hinterberhinkt.

Der Vollstindigkeit halber hier die formale Definition, die aber wahrschein-
lich erst bei Kenntnis einiger Beispiele (arithmetische Kodierung) gut verstand-

hch wird:



Definition 1.2 Sei f:I* — &" ein Kodierungsverfahren. Ist 4 € ", f(4),
so ist der fertige Teil von f(A) das Anfangsstiick f(A); der Lange j, wobei
4 maximal ist mit der Eigenschaft, daB f(A4); = f(B); fir alle B € " mit
A = By,. Von diesem fertigen Teil wihlen wir das Anfangsstiick f(A}; maximaler
Lange £ < j, das sich dekodieren 188t und dessen Dekodierung 4m = =1 (f(A4):)
sich nicht mehr andert, wenn sich der Text verldngert (also Am = B fiir alle
B mit A = B,). Gibt es nun eine Konstante k, so dafn—-m < k fiir alle A, so
heift das Verfahren on-line, sonst off-line.

Das Prinzip von Datenkompressionsverfahren ist immer, irgendwelche Mu-
ster, RegelmiBigkeiten, Abweichungen von der Zufilligkeit, also Redundanzen
im Originaltext aufzuspiiren (z. B. unterschiedliche Zeichenhdufigkeiten oder
mehrfach auftretende Teiltexte) und sich daraus ein Modell von der Texiquelle
zu machen (reflektiert etwa durch eine Tabelle der Zeichenhaufigkeiten oder ein
Worterbuch der 5fter auftretenden Teiltexte). Man kann das Modell als den
Teil des Kompressionsalgorithmus begreifen, der vorherzusagen versucht, wel-
ches Zeichen als nichstes kommt. Fiir dieses Modell sucht man dann eine op-
timale Kodierung, also die Vorschrift, welche Bits tatsachlich in den kodierten
Text geschrieben werden.

Es gibt drei Arten der Modellverwendung:

Statische Modelle. Hier gibt es ein festes Modell (gegeben z. B. durch eine
Hsufigkeitstabelle der Buchstaben in der deutschen Sprache), das sowohl
dem Kompressor und dem Expander vorliegen muB. Solche Ver{ahren ar-
beiten nur mit Texten gut, die dem Modell entsprechen (also z. B. deut-
schen Texten), kénnen aber fir diese sehr gute Kompressionsraten liefern.

Variable Modelle. Sie heifien auch ,,dynamisch” oder ,semiadaptiv. Bei die-
sen Verfabren werden die Parameter des Modelles erst aus einer Ana-
lvse des Textes selbst gewonnen. Daher komprimiert ein solches Verfahren
besser als ein statisches mit einem gleichartigen Modell; allerdings muB
eine Reprisentation des aus dem Text gewonnenen Modelles (bzw. der
daraus entstehenden Kodierungsvorschrift) dem komprimierten Text bei-
gefilgt werden, damit das Modell dem Expander zur Verfligung steht. Das
reduziert wieder die Kompressionsleistung; daher kénnen statische Ver-
fahren wesentlich umfangreichere Modelle benutzen als variable. Variable
Verfahren sind notwendigerweise Off-line-Verfahren.

Einen Extremfall bilden die ,selbstexpandierenden Archive®. Hier ist das
Expansionsprogramm selbst ein Teil des komprimierten Textes.

Adaptive Modelle. Das Modell startet neutral (etwa mit einer gleichverteil-
ten Hiufigkeitstabelle oder einer Jeeren Liste mehrfach verwendeter Teil-
texte) und paBt sich wahrend des Kompressionsvorganges Zeichen fiir Zei-
chen an den Originaltext an. Die Kompression wird also gegen Ende des
Textes besser; der Expander kann ebenfalls mit leeren Tabellen starten
und das Modell auf die gleiche Weise wie der Kompressor aus dem je-
weils bisher expandierten Text aufbauen. Diese Verfahren komprimieren
also nicht so gut wie variable, miissen aber keine Représentation des Mo-
dells mitliefern; auBerdem sind sie on-line-geeignet. In der Praxis sind die
adaptiven Verfahren die wichtigsten.
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Zwei einfache Beobachtungen kdnnen wir jetzt schon machen:

Satz 1.3 Sei 0. B. d. A. T =® = {0,1}, f ein Kompressionsverfahren. Dann
gibl es fir jede natirliche Zahl n einen Tez! der Linge n, der von f nicht
komprimiert wird.

Beweis: Angenommen, jeder Text der Lange n wiirde von f auf einen Text kiirze-
rer Linge abgebildet. Nun gibt es 27 Texte der Lange n, aber nur Yjy 2/ =
2" — 1 Texte kleinerer Lange, woraus ein Widerspruch zur Injektivitdt von f

folgt. N

Satz 1.4 Fir jeden Text A gibl es etn Kompressionsverfahren, das diesen Text
auf ein Bit komprimiert,

Beweis: Wir setzen einfach

'__ 0 falls X =4
f(X) = { 1X sonst. -

LaBt man beil der Kompressionsfunktion f die Bedingung der Injektivitag
fallen, kommt man auf die Datenredukiion, auch verlustbehaftete Datenkom-
pression genannt. Man versucht hier, im Text unwesentliche Information einfach
fallenzulassen. Was unwesentlich ist, héngt natiirlich von der Anwendung ab. In
der digitalen Musikverarbeitung (z.B. Digital Compact Cassette DCC) werden
solche Verfahren eingesetzt. Rauschen z. B. klingt immer gleich, wenn einige
statistische Parameter der Frequenzverteilung iibereinstimmen; daher kénnte
man versuchen, statt des genauen Frequenzverlaufs nur diese Parameter ab-
zuspeichern und anhand dieser Parameter mit einem Zufallsgenerator ein dem
Original gleichendes Rauschen bei der Wiedergabe neu zu erzeugen. In dieser
Vorlesung soll nur die verlustfreie Datenkompression betrachtet werden.

Klassische Beispiele fiir Datenkompression jenseits der Inforratik lieferc die
Musiknotation: hier gibt es etwa die Wiederholungszeichen und das ,da capo al
fine“, also Querverweise innerhalb des Textes. Diese Idee wird in den sogenann-
ten ,Lempel-Ziv 1977“-Kompressionsverfahren aufgegriffen.

In der Stenographie (,,Eng-Schreibung”) gibt es die sogenannten Kiirzel, das
sind Zeichen, die fiir besonders hiufige Wortbestandteile, Worter oder Wort-
gruppen stehen (z. B. ,ver-“, ,die“, ,ich stehe auf dem Standpunkt®}. Das fihet
aufl die statischen Lexikonverfahren, deren adaptive Versionen als ,Lempel-Ziv
1978% bekannt sind. Die Grundidee der Stenographie ist es, besonders einfache
Zeichen zu verwenden, und zwar die einfachsten Zeichen fiir die haufigsten Buch-
staben. In der digitalen Welt heift das, die Zeichen mit moglichst wenigen Bils
zu kodieren, und zwar besonders hiufige Zeichen mit besonders wenigen Bits.
Das ergibt die Buffman-Kodierung (1952). Besonders komprimierte Texte erhlt
die deutsche Stenographie, daB sie vielen Buchstaben gar kein eigenes Zeichen
zuordnet, sondern nur eine Modifikation der umliegenden Zeichen. So &hnlich
verlauft es bei der arithmetischen Kodierung, die dadurch bessere Ergebnisse
als das bekanntere Huffman-Verfahren liefert (Elias 1962, Rissanen 1979).



Beispiel: Run-Length-Kodierung

Manche Texteditoren (Vi, Emacs) ersetzen regelmafig zur Platzersparnis im
Text Gruppen von je 8 aufeinanderfolgenden Leerzeichen durch Tabulatorzei-
chen; andere (Turbo, FB17-Eve) unterdriicken Leerzeichen am Zeilenende. Das
ist ein verlustbehaftetes Datenreduktionsverfahren (was sich gelegentlich st&-
rend bemerkbar macht); ein verlustfreies Datenkompressionsverfahren kénnte
darin bestehen, hinter jedem Leerzeichen eventuelle weitere Leerzeichen durch
ein Byte zu ersetzen, in dem die Anzahl der jetzt noch folgenden Leerzeichen
steht.

Dies ist ein typisches statisches Verfahren, das wohl nur fiir Programmtexte
und Tabellen eine Kompression ergibt; gewéhnliche deutsche Texte werden da-
gegen erheblich verléngert, da ja hier im.allgemeinen die Leerzeichen nur einfach
vorkommmen und jetzt jeweils zwei statt nur ein Byte belegen. Aber selbst in Pro-
grammtexten gibt es noch weitere Zeichen, die in Folgen (Runs) auftreten, etwa
der * in Kommentarboxen. '

Ein adaptives Verfahren bietet sich an:

var
Liste: set of byte
AZ, NZ: byte (alies Zeichen, ndchstes Zeichen)
RunL:byte
end var
begin
Liste mit @ inftialisieren
read(AZ)
while Tezt noch nicht zuende
read(NZ)
if AZ = NZ
if AZ € Liste
" RunL := RunL + 1 _
Behandiung des Falles RunL = 255
else (AZ & Liste)
write(AZ)
RunL := 0
Liste := Liste U {AZ}
end if
else (AZ # NZ)
write(AZ)
if AZ € Liste -
write(RunL)
if RupL = 0
Liste := Liste \ {AZ}
else (Runl # 0)
Runl =0
end if
AZ:=NZ
end if
end if



end while
leizies Zeichen und ggf. dessen Run-Linge schreiben
end

Der Algorithmus in Worten:

Modellierung: Es liegt eine leer initialisierte Zeichenliste vor. Ein Zeichen
wird in diese Liste aufgenommen, sowie es zum zweiten Mal hintereinander
auftritt, es wird aus der Liste wieder entfernt, sowie es isoliert auftritt. (Ein
Spezialfall tritt ein, wenn das Zeichen noch nicht in der Liste ist und dann
gerade zweimal hintereinander auftritt. Dann wird es aufgenommen und sofort

wieder entfernt.)

Kodierung: Ein Inputzeichen, das nicht in der Liste ist, wird ausgegeben.
Bei Aufnahme in die Liste wird ein Zahler (RunL) mit Null initialisiert und das
Zeichen ausgegeben. Ein Inputzeichen, das in der Liste ist, wird nicht ausgege-
ben, stattdessen wird RunL inkrementiert (bis zu einem Maximum von 255).
Untérscheidet sich ein Inputzeichen vom vorigen Inputzeichen (oder hat der
Zahler das Maximurmn erreicht), so wird das vorige Inputzeichen ausgegeben; ist
das vorige Inputzeichen in der Liste, so wird zusstzlich der Zahler ausgegeben.

Folgender Eingabetext:

abbcccaabbbcaabbbbccabbccccaaaabcccabcccccccccca‘bcccccacbccccc

wird (nicht besonders stark) komprimiert zu:

abbOcciaaldbbi cCalb3cc0alblc3aab0c2albedabedacObecd

Der Expander kann dem jeweiligen Byte des komprimierten Textes nicht an-
sehen, ob es sich um ein Zeichen oder einen Zahler handelt. Das muB er sich
aus dem Zusammenhang erschliefen. Er fiihrt ebenfalls eine Liste mit, die die
Zeichen enthilt, deren Run-Length gezéhlt wird (d. h. das Modell). Fir die Ex-
pansion liest man an dem Beispieltext die Prinzipien ab, aus denen man sich
den Algorithmus selbst konstruieren kann: :

e Regeln zum Schreiben von Zeichen:

— Waurde ein Zeichen gelesen, so schreibe dieses Zeichen.
— Wurde ein Zihler R gelesen, so schreibe das zuletzt geschriebene
Zeichen noch R mal.

e Regeln zur ,Erwartungshaltung” beziiglich des folgenden Zeichens:
Erwarte am Anfang des Textes ein Zeichen.

Erwarte nach einem Zeichen, das nicht in der Liste ist, ein Zeichen.

Frwarte nach einem Zeichen, das in der Liste ist, einen Z&hler.

t

l

Erwarte nach einem Zahler ein Zeichen.



s Regeln zur Modellierung:

— Initialisiere die Liste ]leer.

— Nimm ein Zeichen, das zweimal unmittelbar hintereinander gelesen
wurde, in die Liste auf.

— Entferne ein Zeichen aus der Liste, wenn es mit demn Zahler 0 auftritt.

Die Kompressions- und auch die Expansionsgeschwindigkeit ist hoch; auf
jeden Fall wird fiir jedes Zeichen eine konstante Zeit verbraucht.

Das Run-Length-Verfahren ist gut geeignet fiir Texte mit mdglichst langen
Runs; dies wiren z. B. Programmaquelltexte, aber auch (und in viel stérkerem
MaBe) Graphik-Pixeldateien. In solchen wird jeder Bildpunkt (der zum Bei-
spie} 256 verschiedene Farben annehmen kann) durch (zum Beispiel) ein Byte
reprisentiert. Wenn nun gréBere monochrome Flichen vorkommen, kann eine
erhebliche Kompression erreicht werden.

Dies ist allerdings begrenzt durch das Maximum von einem Byte, das wir fiir
die Kodierung Lénge reservieren. Erhéhen wir diesen Platz (z. B. auf zwei Byte),
so fiihrt das bei Texten mit vielen langen Runs zwar zu einer Verbesserung
der Kompressionsleistung, bei Texten mit vielen kurzen Runs aber zu einer
Verschlechterung. J

Eine platzsparende Methode, beliebig grofie natiirliche Zahlen zu kodieren,
ist die Elias-Kodierung, die uns auch im weiteren Verlauf der Vorlesung immer
" wieder begegnen wird. Sie wurde von Peter Elias 1975 vorgeschlagen.

Elias-Code nullter Stufe. Die Zahl n wird einfach durch eine Folge von
{ld n) (bindren) Nullen, gefolgt von ihrer Bindrdarstellung reprasentiert. (Wir
schreiben ld n := log, n, ylogarithmus dualis®; |-| bezeichnet das Abrunden).
Hierbei wird also der eigentlich von einer Zahl bendtigte Platz verdoppelt, dafir
muB man ihn nicht auf 8 (oder 16 etc.) aufrunden, und es gibt keine Ober-
grenze. Die Zahlen werden bitweise in den Ausgabetext gepackt, was den Ko-
dierungs/Dekodierungsaufwand stark erhéht (auf jedes Byte wird achtmal zu-
gegrifflen!). Platz wird gegentiiber der gewdhnlichen byteweisen Zahlenreprésen-
tatjion nur bei den Zahlen von 1 bis 8 gespart. Beachte: die Null 1aBt sich so
nicht reprisentieren. (Man kann aber natiitlich yo(n) durch yo(n +1) ersetzen.)

Elias-Code erster Stufe. Die Zahl n wird durch yo([ldnJ + 1}, gefolgt von
ihrer Binardarstellung ohne die fiihrende 1 représentiert, sie nimmt also

2(1d Jdn)) + 1) + [ldn] +1

Binarstellen ein. Auch hier ist klar, daB sich die Zahlen aus einer Bitfolge rekon-
strujeren lassen; der Aufwand (ein Logarithmus und eine Anzahl Bitoperationen
pro Zahl) erscheint vertretbar; fiir kleine Zahlen kodiert v, kiirzer, fur groBe vz;
man sieht, daB 42(n) fiir n — oo gegen die binire Stellenzahl von n strebt.



n Yo(n) 71 (n)

1 1 1

2 010 0100

3 011 0101

4 00100 01100

5 00101 01101

6 00110 _ 01110

7 00111 01111

8 0001000 00100000

9 0001001 - 00100001

10 0001010 00100010
11 0001011 00100011

T 000010001 001010001

20 Q00010100 001010100
30 000011110 001011110
40 Q0000101000 Q011001000
50 00000110010 0011010010
100 0000001100100 00111100100
1000 Q000000001111110010 0001001111110010
10000 000000000000010011100100100 . 00010110011100100100
100000 0000000000000Q0011000011010100000 0000100011000011010100000

Elias-Codes hoherer Stufe sind durch Weiterspinnen dieses Verfahrens mog-
lich, in der Praxis zeigt sich aber, daB der Aufwand den Gewinn nicht rechtfer-
tigt. Im Buch von Storer befindet sich eine Beschreibung von Elias-Codes der
Stufe oc unter dem Namen ,cascading lengths technique®.

In der Computergraphik und auch in der digitalen Klangspeicherung hat man
eine ganze Anzahl eigener, dafiir besonders geeignete Kompressionsverfahren
entwickelt, die aber nicht Gegenstand dieser Vorlesung sind. Ein Verfahren soll
aber noch erwdhnt werden:

Bilder enthalten, vor allem, wenn sie aus Fotos entstanden sind, nur sel-
ten grofe monochrome Fléchen; dagegen enthalten sie grofe fast monochrome
Flichen, bei denen sich benachbarte Bytes nur wenig unterscheiden. Das gilt
auch fiir Musik-Samples: Aufeinanderfolgende Bytes (bzw. Wérter etc. L) um-
terscheiden sich im allgemeinen nur wenig. Man kann solche Daten komprimie-
ren, indern man statt der Zeichen die Differenzen aufeinanderfolgender Zeichen
in einem Elias-Code abspeichert. Dies kann bei Bilddaten das horizontal und
vertikal durchgefithrt werden, bei animierten Bildern (Bildplatte) auch noch in

die Zeitdimension hinein.



Kapitel 2

Zeichenkodierungen

Dieses Kapitel behandelt die Eigenschaften von Kompressionsverfahren, die den
Originaltext Zeichen fir Zeichen lesen und fir jedes der Eingabezeichen eine
Bitkette an den komprimierten Text anfiigen. Wir werden im nichsten Kapitel
sehen, daB die sogenannten Huffman-Codes unter diesen Verfahren optimale
Kompression liefern.

In diesem Kapitel seien T und & Alphabete, wobei wir aus Bequemlichkeit
T = {1,...,n} (wenn nicht anders gesagt) und & = {0,1} annehmen.

Definition 2.1 Ein Cede ist eine injektive Funktion ¢: £ — &@~. Die c(i), i € z
heifen die Codewdrter von c.

Jedemn Code ¢ kann man eine Funktion ¢*: Z* — & zuordnen, indem man fir
iy,...,i; € T definiert: ¢*(iy -:-i;) = ¢(i1) - -¢(i;). Beachte, das diese Funktion
noch keine Kodierungsfunktion zu sein braucht, da sie moglicherweise nicht
injektiv ist. (Beispiel: £ = {1,2}, ¢(1) = 0, ¢(2) = 00; dann 000 = ¢(111} =
¢"(12) = ¢*(21)). Ist sie aber injektiv, so heifit der Code ¢ eindeutiy dekodierbar,

Die wichtigsten eindeutig dekodierbaren Codes sind die Prifiz-Codes:

Definition 2.2 Ein Prifix-Code ist ein Code mit der Eigenschaft, daB kein
Codewort der Anfang (Prifix) eines anderen Codewortes ist.

Offensichtlich sind Prafix-Codes eindeutig dekodierbar; die Umkehrung gilt aber
nicht (Beispiel: ¢(1) = 01, ¢(2) = 011); es ist jedoch so, daB nur Prafix-Codes
praktische Bedeutung haben; ihr Vorteil ist, daB man ein Zeichen schon beim
Lesen des letzten Bit seines Codewortes dekodieren kann und nicht in die dann
folgenden Zeichen hineinschauen muB.

Wir interessieren uns (auch im Hinblick auf adaptive Modelle) fir allgemei-
nere Kodierungsfunktionen als solche der Form ¢~; wir wollen weiterhin jedes
Zeichen einzeln kodieren, aber der Code soll von Zeichen zu Zeichen wechseln
diirfen, natiirlich nur in Abhangigkeit vom bisherigen Text ohne das zu kodie-

rende Zeichen.

Definition 2.3 Eine Kodierungsfunktion f: 7 — @7 heift Zeichenkodierung,
wenn es fiir jedes X € I* einen Code ¢cx: T — & gibt, so dab fir 4;,...,i; €L
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immer gilt:
Fiyizig- iz = ce(in)ei, (12)ei,ia(a) - - Ciynijoy (35).

Ist cx von X unabhangig, also konstant ein Code ¢, so heifit die Zeichen-
kodierung f eine konstante Zeichenkodierung. Das sind also gerade die Kodie-
rungsfunktionen der Form ¢*. Man kann diese Funktionen auch durch die Ho-
momorphiceigenschaft f(AB) = f(A)f(B) fir alle Texte A, B charakterisieren.

Offenbar gilt die eindeutige Dekodierbarkeit der Prafixcodes auch allgemei-
ner:

Satz 2.4 Sei fir jedes X € T* der Code cx ein Prdfizcode. Bilde ich nun wie
in Definition 2.8 die Funktion f, so ist f eine Kodierungsfunktion. ]

Wenn ich eine Datei mit einer Zeichenkodierung komprimiere, ist trivialer-
weise ein Bit pro Zeichen eine untere Schranke. Eine schérfere Bedingung liefert
die Kraft-McMillan-Ungleichung (von Kraft (1949) fiir Prifix-Codes, McMillan
(1956) allgemein, der kurze Beweis stammt von Karush (1961)):

Satz 2.5 Sei c:T — &" eindeutig dekodierbar. Dann gill
1
2 g S
IED
Beweis: Schreibe £ := [c(d)], £ = rﬁax.- £;. Dann gilt fir alle k > 0

k
n 1 n 1
(Zg) = X

fe] $yieaie=l

1
z gle=(l”

$ETX

Nun gilt: max,eg~ l¢”(s)| = k£ und min,gpx [c*(s)] 2 &, und damit

n k ,
: = i|{5€“3’°||€’(8)|=3}|
ZEET - 2
=k
174 2j
i=k z

< kL

<

Wire nun 31, =t grofer als 1, so wiirde die k-te Potenz fiir hinreichend groBes
k den Wert k£ Gbersteigen, folglich Yi; o= < 1. B

Umgekehrt gilt:

Satz 2.6 Sei T = {1,...,n}, und £,...,£fn natirliche Zaklen, die die Krafi-
McMillan-Ungleichung 3 iy 7r- S L erfillen. Dann gibt es einen Prifiz-Code
e T — & mit der Eigenschafl |c(i)| = &.

11



Bewets: Wir kénnen ohne Einschrdankung £; < .-« < £, annehmen, Wir ge-
hen mit Induktion nach n vor. Fiir n = 1 suchen wir uns einfach ein belie-
biges c(1) der Linge £1; Angenommen, wir haben schon die Codewérter ¢(;),
j=1,...,n—1gefunden, die die Prifixbedingung erfiillen. Diese Induktionsan-
nahme kénnen wir machen, da die Ungleichung mit einem Summanden weniger
erst recht gilt. Nun gibt es Y1) 242~% Waorter in ®%~, die eines der c({) als
Prifix haben. Nun gilt {§%] = 20 > 24 $°7. | = > $°77) 26=4 50 daB noch
ein mogliches ¢(n) brigbleibt. [ ]

Korollar 2.7 Fir jeden eindeutig dekodierbaren Code gibt es einen Prdfizcode
mitl den gleichen Zeichenlingen., |

Dieses Korollar ist unsere Rechtfertigung, uns auf Prifixcodes zu beschranken.

Ein Text A € E* soll alse nun mit einer Zeichenkodierung komprimiert
werden; nehmen wir an, daf wir den Anfang A; schen kodijert haben und jetzt
fiir das j + 1-te Zeichen e¢ine optimale Kodierungsfunktion suchen. Wir nehmen
ferner an, daB wir aufgrund unseres Modelles eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

p=(p1,...,Pn) kennen, die uns sagt, daB nach diesem Textanfang das Zeichen i
mit der Wahrscheinlichkeit p; zu erwarten ist. (Es gilt insbesondere: Y_I_, pi =
Lo<p <)

Codiere ich nun das nidchste Zeichen mit dem Code ¢, £ = |¢(3)], so ist der
Erwartungswert {iir die Anzahl der Bits, die ich fiir das nachste Zeichen brauche,

gleich
n
ZP-‘Z;‘-
i=]

Diese Zahl gilt es zu minimieren, wobei die Kraft-McMillan-Ungleichung eine
Nebenbedingung liefert.

Lemma 2.8 Die Funktion F:R" — R,
F(zy,...,2:) = ) _pi%i
i=1 )
nimmt unter Beachlung der Bedingungen z; > 0,

— 1

ein absoluies Minimum am Punki (Xy,...,Xn) mit X; = =ldp; an.

Beweis: Da F eine lineare Funktion ist, die mit steigenden z; steigt, nimmt sie
ihr Minimum auf dem Rand des durch die Bedingungen gegebenen Definitions-
bereiches an, also auf der Menge

{(zl,...,xn)lz%zl}.
=1
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Wir suchen ein lokales Extremum der Funktion

n=1
f (2?1, Y (1 - Zz-z-))
i=1

’{jp.-zf — Pn (w (1 - gz-z-))

i=]

g(z1, -+ Tn=1)

auf dem Definitionsbereich {(21,...,2n-1) | alle z; > 0}.
Die partiellen Ableitungen

gz, .., Tau1) = p; ~ Pn 27
bz i-Ti e

miissen fiir jedes j verschwinden, was auf die Gleichungen

zi+ldp; = za+ldps,

Ifn-l'f‘]dpn—l = xn+}dpn:

n

i=1

fiihrt.

Der angegebene Punkt (Xi,....X,) ist eine Losung dieses Glelchungssy-
stems; wir wollen, daf es keine weiteren Lésungen gibt.

Die Losungsmenge der ersten n — 1 Gleichungen ist die Gerade

(X1,..., Xn)+ {(t,...,0) |1 €R]}.

Schneide ich diese mit der durch die letzte Gleichung gegebene Mannigfaltigkeit
so erhalte ich

1 = zn: 2= (X:41)

i=1

n
= 2'122—”

ci=]
_ -t
= 2

also { = 0, was zu zeigen war. |

Der Wert der Funktion F an der Minimalstelle, also — Y-/, pild p; beiBt die
Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung p und stellt eine untere Schranke fir
die zu erwartende Codewortlange des nachsten Zeichens dar. Dieser Satz gilt viel
allgemeiner als nur fiir Zeichenkodierungen und wird uns in dem Kapitel iber

Textquellen naher beschiftigen.

13



Wir brauchen natiirlich ganzzahlige Lésungen; wenn man nun die z; ein-
fach aufrundet, also £& := [—1d (p;)] setzt, erfillen die £ die Kraft-McMillan-
Ungleichung, und nach Satz 2.6 gibt es einen Prafix-Code mit den so vorge-
gebenen Codewortlédngen. So erhalt man den Fano-Shannon-Code, (Fano 1949,
Shannon 1949) der aber heute nur noch historischen Wert hat.

Fiir die Konstruktion von Prifix-Codes ist die Datenstruktur des bindren

Suchbaumes wichtig.
Definition 2.9 Ein Beum B besteht aus
o einer endlichen Menge X, den Knoten,
o einem ausgezeichneten Element w € K, der Wurzel,
e einer Funktion v: K \ {w} — K, der Vorgdngerfunkiion,
so daf folgende Bedingunge erfillt ist:
. fﬁr jeden Knoten k € K gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so daf vHk) = w.

Das kleinste derartige ¢ heiBt die Tiefe des Knotens k, die grofte Knotentiefe
von B heifit die Tiefe von B. Ein Knoten, der nicht Vorgénger eines anderen
Knotens ist, heifit Blail.

Definition 2.10 Ein Baum, bei dem jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau
zwei Nachfolger hat, heiBt bindr.

Definition 2.11 Ein binarer Baum heiBt dindrer Suchbaum bezliglich £ und
&, wenn eine injektive Abbildung Bl: T — {Blétter von B} gegeben ist, und fir
jeden Knoten, der kein Blatt ist, die beiden Nachfolger eindeutig den Elementen
von & zugeordnet sind. Fiir i € T heifit dann das Blatt BI(i) mit i markiert. Ist
die Funktion B) bijektiv, so heift der bindre Suchbaum vollstdndig.

Diese formale Definition wird bei Betrachtung der Abbildung klar, die einen
biniren Suchbaum mit T = {a,b,c,d, e} zeigt. :
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Definition 2.12 Jedem bindren Suchbaum zu T und & ist ein Code ¢: T — @°
auf {olgende Weise zugeordnet: Sicher gibt es fir jedes i € T einen eindeulig .
bestimmten Weg von der Wurzel zum mit 4 markierten Blatt Bl(¢). Aufl diesem
Weg iiberstreicht man der Reihe nach Knoten, denen jeweils eines der beiden
Elemente von & zugeordnet. jst; die entstehende Folge aus & bezeichnen wir
mit c(i).

Es ist leicht zu sehen, daB auf diese Weise ein Prafixcode entsteht, und daf man
zu jedemn gegebenen Prafixcode ginen Baum konstruieren kann.

Eine Eigenschaft binirer Suchbaume, die sich nicht auf die Situation {&]> 2
verallgemeinern 188¢, ist:

Satz 2.13 Jeder bindre Suchbaum kann zu einem vollsidndigen bindren Such-
baum reduziert werden, indem immer wieder Knoten mil zwei unmarkierten
Blattern durch ein unmarkieries Blalt erseizt und Knolen mitl eginem unmar-
kierien und einem markierten Blatft einfach durch dieses markierte Blatt ersetzt
werden, Der entsiehende Baumcode hat fir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung
cine kirzere erwartete Codelinge als der urspringliche. |

Wir kénnen also von vorneherein annehmen, daf unsere binaren Suchbiume
vollstandig sind. Es stellt sich die Frage, welche Codes nun noch darstellbar
sind, deren Antwort einfach zu zeigen ist (Ubungsaufgabe!):

Satz 2.14 Ein Code c ist genau denn durch einen vollstindigen bindren Such-
baum reprisentierbar, wenn gilt

o ¢ ist ein Prifizcode;
s jede Bitkellep € @~ ist Prifiz eines Codewortes oder hat ein Codewort als
Prifiz.
[ ]

Codes, die durch vollstindige binére Suchbiume darstellbar sind, heiBen kurz

Baumcodes.
Der einfache Beweis der folgenden hiibschen Tatsache ist ebenfalls dem Leser

zur Ubung iiber)assen:

Satz 2.15 Jn einem Baumcode wird die Krafi-McMillan- Ungleichung eine Glei-
chung.

Vollstindige binidre Baume als Datenstrukturen

Wir gehen von einer Konstanten n und den beiden Typen Sigma = 1..n und
Phi = 0..1 aus. Eines vollstandigen bindren Suchbaum kénnte man etwa folgen-

dermafen implementieren:
type

Knoten = 1Knoteninhali
Knoteninhalt = record
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Vorginger: Knoten
case Blati: boolean
true:
Markierung: Sigma
false:
Nachfolger: array[Phi] of Knoten
end case
end Knoteninhalt
end type

Ohne uns jetzt weiter fiir diese Implementation zu interessieren, kdnnen
wir den abstrakten Datentyp ,Knoten“ durch seine primitiven Operationen be-
schreiben

function Vorginger(b: Knoten): Knoten
Licfert, falls er ezistiert, den Vorgangerknotlen des Anotens

b.
function Nachfolger(b: Knoten, p:Phi}:Knoten '
Liefert, falls er ezisticrt, den mit p markierten Nachfolger-

knoten von b, .
function Nachfolgermarkierung(b: Knoten): Phi

Liefert die Markierung von b als Nachfolger seines
Vorgdngers, wenn ein solcher existiert

function Blattmarkierung(b: Knoten): Sigma
Falls b ein Blatl ist, liefert die Funkfion die Markierung

dieses Blalies, .
function Blatt(b: Knoten, s: Sigma): Knoten

Licfert, falls es ezistiert, das mil s markierie Blatl unier b,

function IstWurzel(b: Knoten): boolean
true, wenn der Knolen b die Wurzel ist, also keinen

Vorgdnger hat
function IstBlatt(b: Knoten): boolean
true, wenn der Knoten b ein Blati ist,

function NeverBaum(a: Sigma): Knoten:
Ligfert einen Baum, dessen einziger Knoten ein mit a mar-

kigries Blatt ist,
function Verbindung(b,c: Knoten): Knoten;
Hdngt die Béume unter dic Wurzel eines neven Beumes, so

dafl b unter den 0-Zweig und ¢ unter den 1-Zweig kommdt,

procedure EntferneBlatt(w,b:Knoten)
Entfernt aus dem Bawm mil Wurzel w das Blatt b. Der

Vorgdngerknoten von'b wird durch das endere Blatt des
Zweiges ersetrd.

Die Implemnentation dieser Operationen ist weitgehend klar; um die Funktion
»Blatt* effizient zu machen, sollte man fiir Jeden Baum zusitzlich eine Tabeile
implementieren, die fiir jedes s € T auf das zugehdrige Blatt verweist, also etwa
ein array[Sigma] of Knoten.

Der Kodierungs- und der Dekodierungsalgorithmus sind jetzt klar: Bei der
Kodierung arbeitet man sich vom Blatt zur Wurzel hoch und erhialt die Bitkette
riickwirts, bej der Dekodierung geht es von der Wurzel zum Blatt.

16



Kodierung:

var
Puffer: string of Phi
s Sigma
Codebaum: Knoten
Stelle: Knoten

- end var

begin
Puffer ;= Leerstring
read(s)
Stelle := Blatt(Codebaum,s)
while not Ist Wurzel(Stelle)
append(Puffer, Nachfolgermarkierung(Stelle)}
Stelle := Vorgénger(Stelle)
end while
reverse(Puffer)
write{Puffer)
end

Dekodierung:

var
p: Phi
Codebaum: Knoten
Stelle: Knoten

end var

begin _
Stelle := dic Wurzel von Codebaum
while not IstBlatt(Stelle)

read(p)

Stelle := Nachfolger(Stelle,p)
end while
write(Blattmarkierung(Stelle))

end






